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基于 ＩＧＧⅢ方案的加权总体最小二乘点云球面拟合

欧江霞，刘伟诚
（广州市地质调查院，广州 ５１０４４０）

摘要：为了减少测量粗差对球标靶拟合精度的影响，在加权总体最小二乘法基础上，针对地面３维激光扫描球标靶
数据特点，采用了权函数ＩＧＧⅢ方案，自适应地修正拟合权阵，构建了新的点云球面拟合方法。利用新方法分别拟合了
模拟球面数据、实际扫描球面数据。结果表明，该方法在同时考虑拟合模型系数矩阵误差与观测向量误差基础上，通过

合理定义及优化拟合权阵，获得了更为精确的球面参量。其拟合评价指标均优于常规方法。
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引　言

利用地面３维激光扫描仪进行扫描作业时，若遇
扫描范围过大或扫描视角被其它物体遮挡等情况，应

增加测站来完成全部扫描。即在扫描之前将３个或３
个以上的球标靶（白球）合理布设至被扫描物体周围，

之后利用球标靶的球心坐标通过刚体变换公式实现坐

标转换，将所有扫描数据统一至同一坐标系下，为后期

数据处理提供完整的研究对象点云坐标数据。其中，

球标靶球心坐标通过球面拟合得到，因此，球面拟合精

度直接影响到球心坐标精度，进而对整个坐标转换精

度及之后数据处理、数据分析、数据建模的精度产生极

大影响。

传统最小二乘（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＬＳ）法［１］、总体最小

二乘（ｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）法［２３］等球面拟合方法在

拟合过程中，均将点云各点当做等独立精度观测值处

理，由于受观测环境、系统误差等因素影响，地面３维
激光扫描获取的空间３维坐标ｘ，ｙ，ｚ这３个方向上均
含有误差且各点点位精度均不相同，若采用上述方法

对球面点云数据进行拟合，所得参量解并非球面参量

的最或然值。作者在总体最小二乘法的基础上引入加

权总体最小二乘（ｗｅｉｇｈｔｅｄｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＷＴＬＳ）模
型［４１１］，结合权函数中国科学院大地测量与地球物理

研究所（ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＧｅｏｄｅｓｙａｎｄＧｅｏｐｈｙｓｉｃｓ，ＩＧＧ）Ⅲ方
案［１２１３］，新的加权总体最小二乘点云球面拟合算法

（ｗｅｉｇｈｔｅｄｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈＩＧＧⅢ
ｓｃｈｅｍｅ，ＩＧＧⅢＷＴＬＳ），其通过对系数矩阵及观测向量
的权阵进行合理定义及设计，在参量迭代解算过程中

根据ＩＧＧⅢ方案确定的点位精度，自适应地对拟合权
阵进行修正，提高拟合精度。

１　基于ＩＧＧⅢ方案的加权总体最小二乘方法
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　 激　　光　　技　　术 ２０１７年９月

１．１　加权总体最小二乘基本原理
加权总体最小二乘球面拟合的变量误差（ｅｒｒｏｒｉｎ

ｖａｒｉａｂｌｅｓ，ＥＩＶ）模型为：

Ｙ－ｅＹ ＝（Ａ－ＥＡ）·Ｘ （１）
式中，Ｙ为含偶然误差ｅＹ的 ｎ×１维观测向量，Ａ为含
偶然误差ＥＡ的ｎ×４维系数矩阵，Ｘ为待求球面参量：

Ｙ
ｎ×１
＝

ｘ１
２＋ｙ１

２＋ｚ１
２

ｘ２
２＋ｙ２

２＋ｚ２
２



ｘｎ
２＋ｙｎ

２＋ｚｎ













２

，　Ａ
ｎ×４
＝

２ｘ１ ２ｙ１ ２ｚ１ １

２ｘ２ ２ｙ２ ２ｚ２ １

   

２ｘｎ ２ｙｎ ２ｚｎ













１

，　Ｘ
４×１
＝

ａ
ｂ
ｃ

ｒ２－ａ２－ｂ２－ｃ











２

，

ＥＡ
ｎ×４
＝

ｖｘ１ ｖｙ１ ｖｚ１ １

ｖｘ２ ｖｙ２ ｖｚ２ １

   

ｖｘｎ ｖｙｎ ｖｚｎ













１

，　ｅＹ
ｎ×３
＝

２（ｘ１ｖｘ１＋ｙ１ｖｙ１＋ｚ１ｖｚ１）

２（ｘ２ｖｘ２＋ｙ２ｖｙ２＋ｚ２ｖｚ２）



２（ｘｎｖｘｎ＋ｙｎｖｙｎ＋ｚｎｖｚｎ













）

（２）

式中，ｅＹ舍去了（ｖｘｉ
２，ｖｙｉ

２，ｖｚｉ
２）（ｉ＝１，２，…，ｎ）等极小

的二次项。

随机误差ｅＹ与ＥＡ的统计性质如下：
ｅＹ
ｅ[ ]
Ａ

＝
ｅＹ

ｖｅｃ（ＥＡ[ ]） （３）

（３）式服从 [ ]００，σ０２
ＱＹ ０

０ Ｑ[ ]( )
Ａ

的正态分布。式

中，ｖｅｃ（）为矩阵拉直变换，σ０
２为未知方差分量；ＱＹ，

ＱＡ为ｅＹ与ｅＡ的对称、非奇异协因数阵，且有：
ＱＹ ＝ＰＹ

－１

ＱＸ ＝ＰＸ
－１

Ｑ０ ＝Ｐ０
－１

ＱＡ ＝Ｑ０ＱＸ ＝ＰＡ










－１

（４）

式中，ＰＹ为观测值权阵，ＰＡ为系数矩阵 Ａ的权阵，ＰＸ
和Ｐ０分别为系数矩阵 Ａ的行向量权阵及列向量矩
阵，“”为Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积。

加权总体最小二乘的参量估计准则为：

ｅＹ
ＴＰＹｅＹ＋ｅＡ

ＴＰ０ＰＸｅＡ ＝ｍｉｎ （５）
１．２　权阵定义

根据加权总体最小二乘球面拟合ＥＩＶ模型，令：
ｕ＝２ｘ
ｗ＝ｘ２＋ｙ２＋ｚ{ ２ （６）

由于ｘ，ｙ，ｚ独立等精度，则有：
σｕ＝σ２ｘ＝σ２ｙ＝σ２ｚ
σｘ＝σｙ＝σｚ
σｗ＝σｘ２＋ｙ２＋ｚ

{
２

（７）

式中，σｘ，σｙ，σｚ，σｕ，σｗ分别为ｘ，ｙ，ｚ，ｕ，ｗ的方差。
由协因素传播定律得：

σｕ
２ ＝４σｘ

２ ＝４σｙ
２ ＝４σｚ

２ （８）

σｗ
２ ＝ ｄｗ

ｄ( )ｘ
２
＋ ｄｗ
ｄ( )ｙ

２
＋ ｄｗ
ｄ( )ｚ

２
＝

４ｘ２σｘ
２＋４ｙ２σｙ

２＋４ｚ２σｚ
２ ＝

４（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）σｘ
２ （９）

　　令单位权方差σ０
２＝１，则有：

Ｑｕ＝σｕ
２／σ０

２＝４σｘ
２

Ｑｗ＝σｗ
２／σ０

２＝４（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）σｘ{ ２
（１０）

式中，Ｑｕ，Ｑｗ分别为ｕ，ｗ的协方差阵。
由（１０）式可得：

Ｑｗ＝（ｘ
２＋ｙ２＋ｚ２）Ｑｕ＝ｗＱｕ

Ｐｗ＝Ｐｕ{ ／ｗ
（１１）

式中，Ｐｗ为 ＥＩＶ模型的观测向量权阵，即 ＰＹ；Ｐｕ为系
数矩阵的行向量矩阵，即ＰＸ。

根据（１１）式定义系数矩阵Ａ的列向量权阵Ｐ０、行
向量矩阵初始权阵 ＰＸ、观测向量 Ｙ的初始权阵 ＰＹ如
下：

Ｐ０＝ｄｉａｇ（１，１，１，０）

ＰＸ＝ｄｉａｇ（ＰＸ１，ＰＸ２，…，ＰＸｎ）

ＰＹ＝ｄｉａｇ（ＰＹ１，ＰＹ２，…，ＰＹｎ
{

）

（１２）

式中，ＰＹｉ＝ＰＸｉ／（ｘｉ
２＋ｙｉ

２＋ｚｉ
２）（ｉ＝１，２，…，ｎ）。

１．３　权函数选取
由于点云数据受环境影响大，粗差点较多，顾及

ＩＧＧⅢ方案在测绘领域较好的适用性［１４１５］，选取 ＩＧＧⅢ
方案对点云参量迭代解算过程中的拟合权阵（Ａ的行
向量矩阵的初始权阵ＰＸ、观测向量 Ｙ的初始权阵 ＰＹ，
且有Ｐ＝Ｐω［１３］，Ｐ为 ＰＸ，ＰＹ总称，Ｐ为修正后权值，ω
为权因子）进行修正，其权因子计算公式为：

ωｉ＝

１，（Ｖｉ／σ ＜ｋ０）

ｋ０
Ｖｉ／σ

ｋ１－ Ｖｉ／σ
ｋ１－ｋ

( )
０

，（ｋ０≤ Ｖｉ／σ ＜ｋ１）

０，（Ｖｉ／σ ＞ｋ１










）

（１３）
式中，Ｖｉ为残差，σ为中误差，ｋ０和ｋ１为调节权因子的

０５７
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第４１卷　第５期 欧江霞　基于ＩＧＧⅢ方案的加权总体最小二乘点云球面拟合 　

阈值。根据中误差分布概率理论［１３］，一般有：ｋ０＝１．０～
１．５，ｋ１＝２．５～３．０。本文中令 Ｖｉ＝ｄｉ，ｄｉ为点 Ｍ（ｘｉ，
ｙｉ，ｚｉ）到拟合模型表面的距离（见（１４）式），根据ＩＧＧⅢ
方案在测绘领域的适用性研究［１２１３，１６］，令 ｋ０＝１．５，
ｋ１＝２．５，即认为当观测值Ｖｉ＜１．５σ时，则可认为该点
不含误差，其权因子 ωｉ不变；当 Ｖｉ＞２．５σ时，则可认
为该观测值为粗差，予以剔除。

ｄｉ＝

（ｘｉ－ａ）
２＋（ｙｉ－ｂ）

２＋（ｚｉ－ｃ）槡
２－ｒ（１４）

式中，ａ，ｂ，ｃ，ｒ为球面参量。
１．４　参量解算

在加权总体最小二乘模型的基础上，通过合理定

义权阵，结合１．３节中所定义的权函数 ＩＧＧⅢ方案提
出了新的加权总体最小二乘点云球面拟合算法（ＩＧＧ
ⅢＷＴＬＳ法），根据（５）式所示的参量估计准则，定义
算法的具体思路及模型解算步骤如下。

（１）利用ＬＳ法求得拟合模型参量估值，之后根据
１．２节中所述方法定义系数矩阵 Ａ的列向量权阵 Ｐ０
及其行向量初始权阵 ＰＸ

（１）、观测向量初始权阵 ＰＹ
（１）

（上标加括号表示迭代）。

（２）求取参量Ｘ＝［ａ，ｂ，ｃ，ｒ２－ａ２－ｂ２－ｃ２］Ｔ的迭
代初始值：

ｖ^（０） ＝０

Ｘ^（０） ＝（ＡＴＱＹ
（１）Ａ）－１ＡＴＱＹ

（１）Ｙ

μ^（０） ＝｛ＱＹ
（１）＋［（Ｘ^（０））ＴＱ０Ｘ^

（０）］ＱＸ
（１）｝－１

Ｘ^（１） ＝［（^μ（０）Ａ）－１ＡＴ^μ（０）］













Ｙ
（１５）

式中，Ｑ０为Ｐ０的广义逆。
（３）计算 μ^（ｉ），^λ（ｉ）及 ｖ^（ｉ）：

μ^（ｉ）＝｛ＱＹ
（ｉ）＋［（Ｘ^（ｉ））ＴＱ０Ｘ^

（ｉ）］ＱＸ
（ｉ）｝－１

λ^（ｉ）＝^μ（ｉ）·（Ｙ－ＡＸ^（ｉ））
ν^（ｉ）＝（^λ（ｉ））ＴＱＸ

（ｉ）λ^（ｉ
{

）

（１６）

（４）计算Ｘ^（ｉ＋１）：

Ｘ^（ｉ＋１） ＝（ＡＴ^μ（ｉ）Ａ－^ν（ｉ）·Ｑ０）
－１·（ＡＴ^μ（ｉ）Ｙ）（１７）

　　（５）利用（１４）式各点到拟合模型表面的距离。
（６）根据（１３）式计算权因子ω（ｉ），令Ｐ（ｉ＋１）＝Ｐ（ｉ）ω（ｉ），

　　

之后根据权阵定义准则重新设定权阵ＰＸ
（ｉ＋１），ＰＹ

（ｉ＋１）。

（７）重复步骤（３）～步骤（６），直到‖Ｘ^（ｉ＋１）－Ｘ^（ｉ）‖＜
δ０（δ０为给定阈值，本文中取为１０

－６）。

（８）计算单位权重中误差 σ^０及球面拟合精度 σ^ｓ，
进行精度评定：

σ^０ ＝
（λ（ｉ））Ｔ（Ｙ－ＡＸ^）
槡 ｎ－ｔ

σ^ｓ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｄｉ槡









 ２

（１８）

２　算例分析

为了对本文中所构建球面拟合方法的适用性及优

越性进行验证，分别利用其对模拟球面数据、实际扫描

球面数据进行拟合。

２．１　模拟数据

对于球面方程：

（ｘ－１０）２＋（ｙ－１０）２＋（ｚ－１）２ ＝２００（１９）

　　其坐标球心为（１０，１０，１），半径为 槡１０２ｍ，利用
ＭＡＴＬＡＢ在 ｘ，ｙ∈［０，２０］范围内随机生成５００个点，
并将第１２，第１５，第５３，第６７和第４６５号点替换成粗
差点，如图１所示。

Ｆｉｇ１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｓｐｈｅｒｅｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｓ

分别利用 ＬＳ法、ＴＬＳ法、ＩＧＧⅢＷＴＬＳ法对不含
粗差、加入随机粗差的两组球面点云数据进行拟合，结

果如表１和表２所示。
表１中，由于数据取位的原因，各方法所得参量与

实际参量之间存在一定偏差，但各参量值非常接近实

际参量值，单位拟合权重中误差与球面拟合精度较小，

各方法拟合效果均比较好。其中，ＬＳ法忽视了系数矩
阵误差，ＴＬＳ法虽同时考虑了观测向量与系数矩阵误
　　Ｔａｂｌｅ１　Ｆｉｔｔｉｎｇｐｒｅｃｉｓｉｏｎｗｉｔｈｏｕｔｇｒｏｓｓｅｒｒｏｒｓ

ｍｅｔｈｏｄｓ Δ ａ ／ｍ Δ ｂ ／ｍ Δ ｃ ／ｍ Δ ｒ ／ｍ σ^０／ｍ σ^ｓ／ｍ

ＬＳｍｅｔｈｏｄ ０．０００２ ０ ０．００１６ ０．００１４ ０．０８００４ ０．００２８２

ＴＬＳｍｅｔｈｏｄ ０．０００２ ０ ０．００１５ ０．００１４ ０．０８００４ ０．００２８２

ＩＧＧⅢＷＴＬＳｍｅｔｈｏｄ ０．０００５ ０ ０ ０．０００８ ０．００１１２ ０．００２８５

１５７
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　 激　　光　　技　　术 ２０１７年９月

Ｔａｂｌｅ２　Ｆｉｔｔｉｎｇｐｒｅｃｉｓｉｏｎｗｉｔｈｇｒｏｓｓｅｒｒｏｒｓ

ｍｅｔｈｏｄｓ Δ ａ ／ｍ Δ ｂ ／ｍ Δ ｃ ／ｍ Δ ｒ ／ｍ σ^０／ｍ σ^ｓ／ｍ

ＬＳｍｅｔｈｏｄ ０．０６７０ ０．０２８５ ０．１７５４ ０．２４０９ ５．２１９１０ ０．２０２２３

ＴＬＳｍｅｔｈｏｄ ３．５６７４ ０．９３２０ １１．１５１１ ７．７４３２ ３４．３３４３０ ２．３９２４０

ＩＧＧⅢＷＴＬＳｍｅｔｈｏｄ ０．００２６ ０．０００８ ０．００３５ ０．０７１７ ０．００５３０ ０．２０１１４

差，但未考虑各观测值的点位精度，以上两种算法的单

位权重中误差 σ^０均大于ＩＧＧⅢＷＴＬＳ法，拟合效果相
对较差。

由表２可得，ＬＳ法受粗差影响，拟合效果明显下
降；ＴＬＳ法过多考虑到系数矩阵不含误差部分，拟合效
果最差；ＩＧＧⅢＷＴＬＳ法考虑了系数矩阵误差与观测
向量误差的同时，根据点与拟合球面的相关关系，成功

进行了粗差探测与合理权值替换，较好抵抗了粗差干

扰，各项拟合指标均优于其它算法，拟合效果最好。

２．２　实际扫描数据

利用徕卡ＳｃａｎｓｔａｔｉｏｎＣ１０地面３维激光扫描仪对
真实场景进行扫描，获取实际球面点云数据（半径为

０．０７２５ｍ），如图２所示。分别利用ＬＳ法、ＴＬＳ法、ＩＧＧ
ⅢＷＴＬＳ法对两组球面点云数据进行拟合，拟合结果
如表３所示（表中，^ａ，^ｂ，^ｃ，^ｒ为球面参量 ａ，ｂ，ｃ，ｒ的最
或然值）。

由于实验中所用球面点云数据经过粗差剔除等处

理，因此所含误差较少，由表３可知，各算法所求参量
　　

Ｆｉｇ２　Ｒｅａｌｓｃａｎｎｉｎｇｄａｔａｓｏｆｓｐｈｅｒｅｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｓ
ａ—ｓｐｈｅｒｉｃａｌⅠ　ｂ—ｓｐｈｅｒｉｃａｌⅡ

较为接近，单位权重中误差、球面拟合精度较小，拟合

效果较为理想。其中，由于数据纯度较高，因此 ＬＳ法
　　Ｔａｂｌｅ３　Ｒｅａｌｓｐｈｅｒｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｐｒｅｃｉｓｉｏｎ

ｓａｍｐｌｅｓ ｍｅｔｈｏｄｓ ａ^／ｍ ｂ＾／ｍ ｃ^／ｍ ｒ^／ｍ Δ ｒ ／ｍ σ^０／ｍ σ^ｓ／ｍ

ｓｐｈｅｒｉｃａｌⅠ

ＬＳｍｅｔｈｏｄ ０．００９９ ５．８４４３ －１．６３８８ ０．０７３５ ０．００１０ ７．７０８０×１０－５ ５．０８００×１０－３

ＴＬＳｍｅｔｈｏｄ ０．００９９ ５．８４４３ －１．６３８８ ０．０７３５ ０．００１０ ７．７０８０×１０－５ ５．０８００×１０－３

ＩＧＧⅢＷＴＬＳｍｅｔｈｏｄ ０．００８３ ５．８４５４ －１．６３５７ ０．０７２４ ０．０００１ １．０４４０×１０－６ ９．４５０６×１０－４

ｓｐｈｅｒｉｃａｌⅡ

ＬＳｍｅｔｈｏｄ １．３９８２ ３．７６９０ －１．６２９１ ０．０７３６ ０．００１１ ８．２８１３×１０－４ ５．４２７４×１０－３

ＴＬＳｍｅｔｈｏｄ １．３９８２ ３．７６９１ －１．６２９１ ０．０７３６ ０．００１１ ８．２８１３×１０－４ ５．４２７８×１０－３

ＩＧＧⅢＷＴＬＳｍｅｔｈｏｄ １．３９６３ ３．７６９４ －１．６２４７ ０．０７１７ ０．０００８ １．００８４×１０－５ ７．０６１９×１０－４

与ＴＬＳ法计算结果基本一致，仅球 ２参量 ｂ相差了
０．０００１ｍ；ＬＳ法、ＴＬＳ法、ＩＧＧⅢＷＴＬＳ法所得球标靶１
半径ｒ相对误差分别为 １．３８％，１．３８％，０．１４％，ＬＳ
法、ＴＬＳ法、ＩＧＧⅢＷＴＬＳ法所得球标靶２半径 ｒ相对
误差分别为 １．５２％，１．５２％，１．１０％，同时 ＩＧＧⅢ
ＷＴＬＳ法两项精度评定指标均小于 ＬＳ法及 ＴＬＳ法，因
此，ＩＧＧⅢＷＴＬＳ法拟合效果优于其它两种算法，所得
参量解更可靠。

３　结　论

（１）由于地面３维激光扫描点云各点精度不等，
依据广义极大似然估计各权函数特点及其适用范围，

选用ＩＧＧⅢ方案对加权总体最小二乘球面拟合算法进
行改进，提出了 ＩＧＧⅢＷＴＬＳ点云拟合算法。该算法

同时考虑了拟合模型系数矩阵误差与观测向量误差，

并可在模型参量解算过程中，通过计算点与模型的相

关关系，自适应地调整各点拟合权值，优化拟合权阵。

模拟球面数据及实际扫描球面数据的拟合实例表明，

该算法具备较好的可行性及优越性，利用该算法拟合

得到的球心坐标可靠性更高。

（２）基于ＩＧＧⅢ方案的加权总体最小二乘点云拟
合算法较最小二乘法、总体最小二乘法更为稳健，但在

解算过程中，当数据量过大时，由于权值的自适应修正

过程较为复杂，迭代计算较为繁琐，解算所需时间较

多，如何提高解算效率值得进一步深入研究。
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