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第４０卷　第４期
２０１６年７月

激　　光　　技　　术
ＬＡＳＥＲＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ

Ｖｏｌ．４０，Ｎｏ．４
Ｊｕｌｙ，２０１６

　　文章编号：１００１３８０６（２０１６）０４０５５５０５

基于概率密度最小二乘拟合的叶片后缘轮廓

鲍　鸿１，曾海涛１，白玉磊１，胡　忠１，向志聪１，周延周１，申作春２

（１．广东工业大学 自动化学院，广州 ５１０００６；２．哈尔滨工业大学 航天学院 光电子技术研究所，哈尔滨 １５０００１）

摘要：为了解决燃气轮机叶片后缘轮廓的测量和模型化的难题，采用了基于概率密度的最小二乘圆拟合方法，通过

对数据重复拟合过程若干次，求得每组的拟合圆心坐标和半径，以概率密度分布的最大值作为最优拟合值。通过数据仿

真，对拟合数据误差进行了理论分析和实验验证，验证了该方法的可行性和鲁棒性。结果表明，实现了对叶片后缘轮廓

的拟合和数据的参量估计，精度达到±０．０１ｍｍ，求得圆拟合的最优圆心坐标和半径；对于直线段和短圆弧组合的叶片后
缘，在不知切点和圆弧方程的情况下，能够对叶片后缘轮廓拟合。此方法对叶片后缘轮廓的高精度测量、加工精度以及

参量的设计有着重要的指导意义。

关键词：测量与计量；概率密度；最小二乘法；叶片后缘；圆拟合；参量估计
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引　言

燃气轮机叶片是发动机系统的重要部件之一，其

中叶片的后缘半径是影响叶片质量的关键因素，对叶

片疲劳强度、气动性能有着直接影响，关系到燃气轮机

的安全、可靠性能，所以开展燃气轮机叶片后缘的相关

研究有很大实用价值。从２００９年起，作者所在课题组
一直在进行燃气轮机叶片 ３维轮廓高精度测量研
究［１２］；２０１５年，专门研制了３维曲面轮廓测量机，实

现了燃气轮机叶片后缘３维轮廓的高精度测量。然而
在研究中发现，即使叶片后缘轮廓是线和圆的组合，从

测量数据中还原叶片后缘参量也是非常复杂。有关文

献相互矛盾，比如参考文献［３］中认为圆或椭圆的参
量估计有闭式解法，解决问题难度不大。而多篇参考

文献［４８］中数学证明圆或椭圆的参量估计没有闭式解

法，仍然是计算机图形学难题。目前有关叶片前、后缘

轮廓参量估计和模型识别的相关研究文献仍是空白。

针对这个问题，本文中提出对线和圆组合的叶片后缘

轮廓进行参量估计。

叶片后缘轮廓参量估计主要是圆的圆心坐标和半

径判读。常用的圆拟合方法主要有 Ｈｏｕｇｈ变换和最
小二乘法［４１２］。其中基于最小二乘的方法精度高、适

用范围广、最为常用。ＡＨＮ等人提出基于正交几何距
离的最小二乘拟合方法，并对算法进行了分析［７］；ＫＡ
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　 激　　光　　技　　术 ２０１６年７月

ＮＡＴＡＮＩ和 ＲＡＮＧＡＲＡＪＡＮ提出了一种 ｈｙｐｅｒ最小二
乘圆和椭圆拟合方法［８］，该方法优点在于收敛速度

快，不需要大量的迭代和准确的初始值；ＱＩＮ等人在圆
拟合算法的基础上提出了新的多圆拟合算法［１３］，在不

同的噪声水平下比较了曲面拟合算法和多圆拟合算法

所能够达到的精度；ＬＩＵ等人提出了基于半径约束最
小二乘圆拟合方法［１４］，分析了样本特征数据噪声对圆

心定位精度的影响。由于叶片后缘含有直线段和圆弧

段，在不确定切线和切点的情况下，本文中提出基于概

率密度的最小二乘圆拟合方法，求得圆拟合参量的最

优值，实现了对圆弧型叶片后缘轮廓测量的点云数据

的参量估计和误差分析。

１　测量系统和方法

本文中所使用的线激光实验系统构成如下［４］：３
维相机、线结构激光器、ｘｙ直线电机高精度运动平台
（行程０ｍｍ～４５０ｍｍ）、计算机、运动控制器组成。实
验测量系统如图１所示，ｘ，ｙ采样点阵密度为１５μｍ，
ｘ，ｙ方向采样精度为±５μｍ，ｚ方向测量精度为±５μｍ。

Ｆｉｇ１　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｙｓｔｅｍｏｆｌｉｎｅａｒｌａｓｅｒｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

实验中测量得到燃气轮机叶片后缘轮廓大量点云

数据，叶身每隔１５μｍ截取后缘剖面数据，总共１４６８９
个剖面，由于物体受测量角度的影响，则在每个圆弧拟

合时使用１５７个点云数据。叶片后缘３维轮廓全部采
样点的点云数据通过 ＩＭＡＧＥＷＡＲＥ图像处理软件，如
图２所示。

Ｆｉｇ２　Ｃｌｏｕｄｄａｔａｏｆ３Ｄｐｒｏｆｉｌｅｐｏｉｎｔｏｆｂｌａｄｅｔｒａｉｌｉｎｇｅｄｇｅ

２　基于概率密度的最小二乘圆拟合法

最小二乘法是通过最小化误差的平方和找到１组
数据的最佳函数匹配。利用最小二乘法可以简便地求

得未知的数据，并使得这些求得的数据与实际数据之

间误差的平方和为最小。

在２维平面坐标系中，圆方程一般可表示为：
（ｘ－ｘ０）

２＋（ｙ－ｙ０）
２ ＝ｒ２ （１）

式中，（ｘ０，ｙ０）为圆心坐标，ｒ为圆的半径。
对于最小二乘法的圆拟合，其误差平方的优化目

标函数为：

Ｓ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
［ （ｘｉ－ｘ０）

２＋（ｙｉ－ｙ０）槡
２－ｒ］２ （２）

式中，（ｘｉ，ｙｉ）为圆弧上特征点坐标，ｉ＝１，２，…，Ｎ，Ｎ
为参与拟合的特征点总数。

在保持这优化目标函数特征的前提上，对其用一

种稍微不同的改进方法来定义误差平方，且其避免了

平方根，同时可得到一个最小化问题的直接解，定义如

下：

Ｅ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
［（ｘｉ－ｘ０）

２＋（ｙｉ－ｙ０）
２－ｒ２］２ （３）

　　对（３）式展开整理，令 ａ＝－２ｘ０，ｂ＝－２ｙ０，ｃ＝
ｘ０
２＋ｙ０

２－ｒ２，则可改写为：

Ｅ＝∑
Ｎ

ｉ＝０
（ｘｉ

２＋ｙｉ
２＋ａｘｉ＋ｂｙｉ＋ｃ）

２ （４）

　　由最小二乘法原理，参量 ａ，ｂ和 ｃ应使 Ｅ取得极
小值。根据极小值的求法，ａ，ｂ和ｃ应满足：

Ｅ
Ａ
＝２∑

Ｎ

ｉ＝０
（ｘｉ

２＋ｙｉ
２＋ａｘｉ＋ｂｙｉ＋ｃ）ｘｉ＝０（５）

Ｅ
Ｂ
＝２∑

Ｎ

ｉ＝０
（ｘｉ

２＋ｙｉ
２＋ａｘｉ＋ｂｙｉ＋ｃ）ｙｉ＝０（６）

Ｅ
Ｃ
＝２∑

Ｎ

ｉ＝０
（ｘｉ

２＋ｙｉ
２＋ａｘｉ＋ｂｙｉ＋ｃ）＝０ （７）

　　对上述表达式做Ｅ
ａ
×Ｎ－Ｅ

ｃ
×∑

Ｎ

ｉ＝０
ｘｉ＝０，

Ｅ
ｂ
×Ｎ－

Ｅ
ｃ
×∑

Ｎ

ｉ＝０
ｙｉ＝０等相关化简整理，求得参量ａ，ｂ，ｃ表达

式，从而求得拟合圆心坐标（ｘ０，ｙ０），半径ｒ的拟合值：

ｘ０ ＝－
ａ
２

ｙ０ ＝－
ｂ
２

ｒ＝１２ ａ２＋ｂ２－４槡











 ｃ

（８）

　　利用最小二乘圆拟合算法，对叶片后缘的大量３
维点云数据进行轮廓拟合和数学模型化。在大量数据

样本中，为了提高圆拟合的精度，利用概率密度统计方

法对该算法进行改进，并通过使用更直观、更易于掌握

拟合数据分布情况的直方图来表示。在此拟合中根据

系统经验分组，重复拟合过程若干次，利用最小二乘圆

拟合算法求得每组的圆心坐标和半径，对其在概率密

度分布的最大值作为拟合的最优圆心坐标和半径值。

３　仿真数据分析

在实际中得到的测量数据都不可避免地带有一定

６５５
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第４０卷　第４期 鲍　鸿　基于概率密度最小二乘拟合的叶片后缘轮廓 　

的噪声，为了验证本文中方法的鲁棒性与准确性，在尽

可能接近实验测量数据分布下使得有效控制噪声点的

分布，在切线段和圆弧段上按采样间隔１５μｍ均匀离
散取点，总共１５７个点。其圆弧段的圆方程如下式：

（ｘ－ｘ０）
２＋（ｙ－ｙ０）

２ ＝ｒ２ （９）
　　并与这段圆弧相切的直线，其切线方程如下式：

ｙ＝２．０７６ｘ－１２．１３６ （１０）
式中，ｘ０＝８．１１６ｍｍ，ｙ０＝２．６９５ｍｍ，ｒ＝０．８７５ｍｍ，即切
点坐标为（７．３３２ｍｍ，３．０８５ｍｍ）。

在每个点添加服从高斯分布 Ｎ（０，σ２）的随机数
作为噪声，其中σ２为高斯分布的方差（单位为 ｍｍ２），
分别在不同噪声标准差 σ下各产生５００组随机噪声
数据。

然后对含噪声数据进行概率密度的最小二乘圆拟

合，同时在不同噪声标准差下，与实际已知圆心坐标

（８．１１６ｍｍ，２．６９５ｍｍ），半径０．８７５ｍｍ做比较，对其圆拟
合参量进行参量估计和误差分析。结果如表１所示。

在一定噪声标准差下产生５００组随机噪声数据，
并通过概率密度的最小二乘圆拟合，５００组拟合参量
的误差分布如图 ３所示，图 ３是 σ为 ０．０００５ｍｍ，
０．０１０ｍｍ，０．０３５ｍｍ３组标准差下的误差分布。图
３ａ、图 ３ｃ和图 ３ｅ对应分布的半径误差均值分别为
１．５２１×１０－４ｍｍ，－０．００５ｍｍ和 －０．０４０ｍｍ，标准差
分别为 ７．８１４×１０－４ｍｍ，０．００６ｍｍ和 ０．０３０ｍｍ；图
３ｂ、图３ｄ和图３ｆ对应分布的圆心距离误差均值分别
　　

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｉｒｃｌｅｆｉｔｔｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｎｏｉｓｅｄａｔａｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉ

ａｔｉｏｎｓ

Ｎｏ． σ／
ｍｍ

ａｖｅｒａｇｅｏｆ
ｔｈｅｒａｄｉｕｓ
ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒ／％

ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍ
ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ
ｏｆｒａｄｉｕｓ／％

ａｖｅｒａｇｅｏｆｔｈｅ
ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅ
ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ／％

ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍ
ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ
ｏｆｔｈｅｃｅｎｔｅｒ
ｄｉｓｔａｎｃｅ／％

１０．０００５１．７３９×１０－２ ０．２４１６ ０．７５９７ ０．８２５４

２ ０．００１１．６８５×１０－２ ０．３２６６ ０．７６１１ ０．９０５９

３ ０．００２－３．４４５×１０－２ ０．５３５２ ０．７５０６ １．８３７

４ ０．００４－５．０７１×１０－２ －０．８９７２ ０．７７０５ ２．００３

５ ０．００６ －０．１５９８ －１．５６１ ０．７１０６ ２．１６７

６ ０．００８ －０．３２２４ －２．１６８ ０．６６４８ ２．７９５

７ ０．０１０ －０．５２４７ －３．２１９ ０．６６７８ ２．４９８

８ ０．０１２ －０．７５２２ －３．８２０ ０．６４３５ ３．３８９

９ ０．０１４ －１．０１４ －４．４７４ ０．８２２０ ３．９９５

１００．０１６ －１．２０７ －４．９０４ ０．９２９９ ４．３５１

１１０．０１８ －１．７２５ －５．３９２ １．３６４ ５．１６６

１２０．０２０ －１．９８２ －７．０６０ １．６２６ ６．９５６

１３０．０２５ －２．９８２ －７．７１２ ２．６８６ ８．２１２

１４０．０３０ －３．８４４ ９．５３３ ３．９８８ １１．４９

１５０．０３５ －４．５３８ １３．８５ ５．４７５ １６．１６

为０．００７ｍｍ，０．００６ｍｍ和 ０．０４８ｍｍ，标准差分别为
２．０４１×１０－４ｍｍ，０．００４ｍｍ和０．０２０ｍｍ。以图３中半
径误差Δｒ表示为最优拟合半径与实际半径值之差，圆
心距离误差Ｅ１表示为最优拟合圆心坐标与实际圆心
坐标间的距离，单位均为 ｍｍ；ｎ为拟合值误差分布个
数。根据仿真结果分析可知，在一定范围的噪声标准

差下，圆拟合的结果和真实值基本一致，并可以满足实

　　

Ｆｉｇ３　Ｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆ５００ｇｒｏｕｐｓｏｆｄａｔａ
ａ—ｒａｄｉｕｓｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒσ＝０．０００５ｍｍ　ｂ—ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒσ＝０．０００５ｍｍ　ｃ—ｒａｄｉｕｓｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒσ＝
０．０１０ｍｍ　ｄ—ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒσ＝０．０１０ｍｍ　ｅ— ｒａｄｉｕｓｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒσ＝０．０３５ｍｍ　ｆ—ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕ
ｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒσ＝０．０３５ｍｍ

际精度要求，也体现了本文中方法的可行性。

４　实验数据分析

根据系统测得的叶片后缘轮廓点云数据，即从中

截取任意３个剖面数据，设剖面分别为 Ａ，Ｂ，Ｃ。对这
３个剖面数据分别进行基于概率密度的最小二乘圆拟
合，求得圆拟合的最优圆心坐标和最优半径如图 ４
所示。图４ａ中剖面 Ａ拟合圆心坐标为（８．２２９ｍｍ，

７５５



版权所有 © 《激光技术》编辑部
        http://www.jgjs.net.cn 

激光技术  jgjs@sina.com

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 ©©
《

激
光

技
术

》
编

辑
部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

　 激　　光　　技　　术 ２０１６年７月

　　

Ｆｉｇ４　Ｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆｂｌａｄｅｔｒａｉｌｉｎｇｅｄｇｅ
ａ—ｃｉｒｃｌｅｆｉｔｔｉｎｇｄｉａｇｒａｍｓｏｆｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｄａｔａｏｆｐｒｏｆｉｌｅＡｏｆｂｌａｄｅｔｒａｉｌｉｎｇｅｄｇｅ　ｂ—ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｈｉｓｔｏｇｒａｍｓｏｆｒａｄｉｕｓｆｉｔｔｉｎｇｉｎｐｒｏｆｉｌｅＡ　ｃ—
ｃｉｒｃｌｅｆｉｔｔｉｎｇｄｉａｇｒａｍｓｏｆｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｄａｔａｏｆｐｒｏｆｉｌｅＢｏｆｂｌａｄｅｔｒａｉｌｉｎｇｅｄｇｅ　ｄ—ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｈｉｓｔｏｇｒａｍｓｏｆｒａｄｉｕｓｆｉｔｔｉｎｇｉｎｐｒｏｆｉｌｅＢ　ｅ—ｃｉｒ
ｃｌｅｆｉｔｔｉｎｇｄｉａｇｒａｍｓｏｆｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｄａｔａｏｆｐｒｏｆｉｌｅＣｏｆｂｌａｄｅｔｒａｉｌｉｎｇｅｄｇｅ　ｆ—ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｈｉｓｔｏｇｒａｍｓｏｆｒａｄｉｕｓｆｉｔｔｉｎｇｉｎｐｒｏｆｉｌｅＣ

２．９３１ｍｍ），半径为０．８４１ｍｍ；图４ｃ中剖面 Ｂ拟合圆
心坐标为（８．２１９ｍｍ，２．８６９ｍｍ），半径为０．８４４ｍｍ；图
４ｅ中剖面Ｃ拟合圆心坐标为（８．２１７ｍｍ，２．８７９ｍｍ），
半径为０．８１６ｍｍ。求得拟合半径的概率密度分布直
方图，即概率密度分布最大值作为最优拟合半径值，其

剖面 Ａ，Ｂ，Ｃ拟合半径的概率密度最大值分别为
０．８４１ｍｍ，０．８４４ｍｍ，０．８１６ｍｍ，如图４ｂ、图４ｄ、图４ｆ所
示。为了检验整个实验系统的测量精度［４］，分别测量

了３枚直径为（６±０．０１）ｍｍ和 ３枚直径为（０．５±
０．０１）ｍｍ的轴承滚珠。实验中得到轴承滚珠 ３维点
云数据，利用 ＩＭＡＧＥＷＡＲＥ软件进行去噪处理，并以
公差为０．０１ｍｍ拟合球体，拟合使用点９９．９％，结果
表明，实验测量误差为±０．０１ｍｍ。

５　结　论

本文中以燃气轮机叶片后缘作为研究对象，基于

概率密度的最小二乘圆拟合，对圆弧型叶片后缘轮廓

的参量进行了估计和误差分析。常规的最小二乘法拟

合圆，拟合出的圆参量误差较大，不能满足实际精度需

求。实践证明，基于概率密度的最小二乘圆拟合的算

法，在求得圆拟合最优值过程中剔除了不符合要求的

拟合值，算法的准确、实用性都得到增强。在直线段和

短圆弧组合的叶片后缘中，在不知切点，圆弧方程的情

况下，本文中方法能有效、精确的对叶片后缘轮廓拟

合，叶片后缘参量估计的精度为 ±０．０１ｍｍ，与单点测
量的精度相当，证明本文中提出的方法鲁棒、实用和可

行。同时为叶片制造时的参量设计和修正等后续工作

奠定了良好的基础。

本文中方法需对所有数据点都进行运算，且迭代

次数多，所以求得拟合圆各参量的耗时较长。在 ＣＰＵ
参量为１．８３ＧＨｚ的计算机上，应用 ＭＡＴＬＡＢ７．０运行
拟合圆程序，对一个剖面数据进行拟合，总运行时间为

１．２６ｓ，因此在运行效率上，本文中方法还有待于优化。
因为本文中方法对数据采样点密度要求比较高，对较

低采样密度的抗噪性还有待于提高，这是下一步研究

中需要解决的问题。
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