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第３９卷　第４期
２０１５年７月

激　　光　　技　　术
ＬＡＳＥＲＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ

Ｖｏｌ．３９，Ｎｏ．４
Ｊｕｌｙ，２０１５

　　文章编号：１００１３８０６（２０１５）０４０５８１０４

双曲余弦高斯光束在非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中的湍流距离

汤明癑，李宾中
（川北医学院 基础医学院，南充 ６３７０００）

摘要：为了研究双曲余弦高斯光束在非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中的扩展，采用广义惠更斯菲涅耳原理，推导出部分
相干双曲余弦高斯光束在非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中的湍流距离ｚｔ的解析表达式。对湍流参量（广义指数α、内尺度ｌ０、
外尺度Ｌ０）和光束参量（相干参量β、离心参量δ）对湍流距离的影响进行了理论分析。结果表明，ｚｔ随 α的增大而
先减小后增大，且在α＝３．１１处存在ｚｔ极小值；ｚｔ随ｌ０和δ的增大而增大，随Ｌ０（仅当３．６＜α＜４时）和β的增大而
减小。这一结果对双曲余弦高斯光束在实际湍流中传输的相关应用是有帮助的。

关键词：大气光学；湍流距离；广义惠更斯菲涅耳原理；部分相干双曲余弦高斯光束；非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流；广义
指数
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引　言

在激光理论中，湍流距离是用来定量描述湍流对

光束扩展影响的物理量，定义为由于湍流导致光束横

截面积扩展达湍流中该处横截面积 １０％时的距离。
近年来，国内外科研工作者们利用湍流距离定量地研

究了湍流对激光束扩展的影响［１５］。２００９年，ＺＨＯＮＧ
等人研究了环状光束在湍流中的扩展，并发现湍流距

离随光束遮拦比ε的增大而增大，即 ε越大湍流对光
束扩展的影响就越小［４］。２０１１年，ＬＩＵ等人求解出部

分相干双曲余弦高斯列阵光束的湍流距离的半解析表

达式，并研究了湍流距离随光束参量、湍流强度及光束

叠加方式的变化情况［５］。然而，这些研究都是针对理

想大气湍流，如常规 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流，但近来实验测
量结果与理想的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流模型有较大的偏
差［６］。ＴＯＳＥＬＬＩ等人［７］通过引入湍流广义指数和广

义振幅因子来描述非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流模型，所得理论
研究结果与实验数据更为接近。基于该模型，国内外

学者于近期对激光束在非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中的传输
特性开展了一些相关的研究［８１２］。

另一方面，余弦高斯光束是厄米正弦类高斯光束

的一种特例，厄米正弦类高斯光束是傍轴近似下波动

方程的新解，它代表了一大类光束［１３１４］。余弦高斯光

束是在传输过程中不能保持其形状不变的一类光束，

选取一定的偏心参量能使其在空间某处得到近平顶分

布的光束。１９９９年，ＷＡＮＧ等人指出新型的ＣＯ２激光
器的谐振腔具有特殊的机构，即在其中一块反射镜上
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　 激　　光　　技　　术 ２０１５年７月

带有相位台阶，从而提出余弦高斯光束［１５］。基于余弦

高斯光束在优化激光放大器的效率方面有一定实际应

用价值，国内外科研工作者对此类光束展开了大量研

究。

作者选用部分相干双曲余弦高斯光束作为激光模

型，推导出了部分相干双曲余弦高斯光束在非Ｋｏｌｍｏｇ
ｏｒｏｖ湍流中的湍流距离解析表达式，并研究了湍流参
量和光束参量对湍流距离的影响，得到一些了有意义

的结果。

１　理论模型

以部分相干双曲余弦高斯光束为理论模型，其在

ｚ＝０处的交叉谱密度函数表示为［１６］：

Ｗ（ｘ１′，ｘ２′，ｚ＝０）＝ｅｘｐ－
ｘ１′

２

ｗ０
( )２ ｃｏｓｈ（Ω０ｘ１′）×

ｅｘｐ－
ｘ２′

２

ｗ０
( )２ ｃｏｓｈ（Ω０ｘ２′）×
ｅｘｐ－

（ｘ１′－ｘ２′）
２

２σ０
[ ]２

（１）

式中，ｗ０和 σ０分别为 ｚ＝０处光束的束腰及相干长
度，Ω０是与双曲余弦有关的光束参量

［１４］，ｘ１′，ｘ２′指
ｚ＝０平面处，ｘ轴坐标中的两点位置。

基于广义惠更斯菲涅耳原理，光束通过湍流传输
的平均光强表示为［１７］：

〈Ｉ（ｘ，ｚ）〉＝ ｋ
２πｚ∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｄｘ１′ｄｘ２′Ｗ（ｘ１′，ｘ２′，ｚ＝０）×

ｅｘｐｉｋ
２ｚ［（ｘ１′

２－ｘ２′
２）－２ｘ（ｘ１′－ｘ２′{ }）］×

〈ｅｘｐ［ψ（ｘ，ｘ１′，ｚ）＋ψ（ｘ，ｘ２′，ｚ）］〉ｍ （２）
式中，ｘ指ｚ≠０时 ｘ轴某点位置，λ为波长，ｋ是波数
（ｋ＝２π／λ），ψ（ｘ，ｘ′）表示湍流介质特性决定的复相位
函数，是共轭，〈〉ｍ是系综平均，且〈ｅｘｐ［ψ（ｘ，ｘ１′，

ｚ）＋ψ（ｘ，ｘ２′，ｚ）］〉ｍ ＝ｅｘｐ｛－４π
２ｋ２ｚ∫

１

０∫
∞

０ｋΦ（κ，α）×
［１－Ｊ０（κξｘ２′－ｘ１′）］ｄκｄξ｝。其中，Ｊ０为０阶Ｂｅｓｓｅｌ
函数，Φ（κ，α）为湍流介质的折射率起伏空间谱密度
函数。κ，α，ξ分别表示空间频率、湍流广义指数和传
输路径参量。湍流模型采用非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ统计，则
Φ（κ，α）可表示为［７］：

Φ（κ，α）＝Ｈ（α）珘Ｃｎ
２ｅｘｐ［－（κ２／κ′２）］
（κ２＋κ０′

２）α／２
，

（０≤κ＜∞，３＜α＜４） （３）
式中，ｌ０和 Ｌ０分别为湍流的内尺度及外尺度，κ′＝
ｃ（α）／ｌ０，κ０＝２π／Ｌ０，珘Ｃｎ

２为广义折射率结构函数（单

位为ｍ３－α）。另外，Ｈ（α）和 ｃ（α）的表达式由参考文

献［７］中给出。若 α＝１１／３，Ｈ（１１／３）＝０．０３３，珘Ｃｎ
２＝

Ｃｎ
２，即简化为常规Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ功率谱［７］。

根据二阶矩束宽的定义［１］，并引入新的变量 ｕ＝
（ｘ１′＋ｘ２′）／２，ｖ＝ｘ１′－ｘ２′。经过复杂的积分运算可得
部分相干双曲余弦高斯光束在非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中
的二阶矩束宽为：

ｗ２（ｚ）＝ｗ１
２＋ｗ２

２ｚ２＋Ｆｚ３ （４）
其中：

ｗ１ ＝
ｗ０
２

４ １＋ δ
２ｅｘｐ（δ２／２）
ｅｘｐ（δ２／２）＋[ ]槡 １

（５）

ｗ２ ＝
１
ｋ２ｗ０

２ １－
δ２

ｅｘｐ（δ２／２）
＋１
β[ ]槡 ２ （６）

Ｆ＝２３π
２∫
∞

０
κ３Φ（κ，α）ｄκ （７）

式中，β＝σ０／ｗ０为光束相干参量，δ＝Ω０ｗ０为光束离
心参量［１５］。

若Ｆ＝０，（４）式化简为部分相干双曲余弦高斯光
束在自由空间中的二阶矩束宽：

ｗ２（ｚ）＝ｗ１
２＋ｗ２

２ｚ２ （８）
　　（４）式的前两项表示部分相干双曲余弦高斯光束
通过自由空间传输的二阶矩束宽，它与光束参量（ｗ０，
λ，β，δ）相关；第３项为湍流导致的光束扩展，结合（３）
式可知，其与湍流广义指数 α、内尺度 ｌ０及外尺度 Ｌ０
相关。

湍流距离 ｚｔ指光束扩展开始明显受到湍流影响
的传输距离，是定量描述湍流对光束扩展影响的物理

量，其定义为湍流导致光束扩展达１０％的距离［１］，将

（４）式和（８）式代入，得ｚｔ满足三次方程，即：
９Ｆｚｔ

３－ｗ２
２ｚｔ
２－ｗ１

２ ＝０ （９）
　　求解上式，ｚｔ有唯一实解，即：

ｚｔ＝
１
２７Ｆ

１
３
槡２
１０Ｒ１／３＋

３
槡４ｗ２

４

１０Ｒ１／( )３ ＋ｗ２[ ]２ （１０）

其中，

Ｒ＝（２７Ｆｗ１ ６５６１Ｆ
２ｗ１

２＋１２ｗ２槡
６＋２ｗ２

６＋
２１８７Ｆ２ｗ１

２）／１０００ （１１）
　　 （１０）式为部分相干双曲余弦高斯光束传输于非
Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流的湍流距离 ｚｔ解析式，光束参量（ｗ０，
λ，β，δ）与湍流参量（α，Ｌ０，ｌ０）对 ｚｔ有一定影响。显
然，ｚｔ表征湍流对光束扩展的影响，即 ｚｔ越小，光束扩
展受湍流的影响则越大。

２　数值计算与分析

图１中给出了常规Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中湍流距离ｚｔ
随折射率结构常数 Ｃｎ

２的变化，其中计算参量 λ＝

２８５
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第３９卷　第４期 汤明癑　双曲余弦高斯光束在非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中的湍流距离 　

　　

Ｆｉｇ１　ｚｔｖｅｒｓｕｓＣｎ２

１．０６μｍ，α＝１１／３，ｗ０＝０．０５ｍ，β＝０．１，δ＝２，Ｌ０ ＝
２０ｍ，ｌ０＝０．０１ｍ。

图２和图３为湍流距离 ｚｔ对不同内尺度 ｌ０、外尺
度Ｌ０随湍流广义指数 α的变化情况，计算参量 珘Ｃｎ

２＝
２×１０－１５ｍ３－α，其余计算参量与图１一致。

Ｆｉｇ２　ｚｔｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆｌ０

Ｆｉｇ３　ｚｔｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆＬ０

由图２可知，ｚｔ随着Ｃｎ
２的增大而减小，即湍流的

增强使得湍流距离缩短，这也可从（１０）式得到该结
论。图２显示 ｚｔ随 α的增大而先减小后增大，且在
α＝３．１１处时存在极小值，其物理原因：在（７）式中湍
流项Ｆ是一个有关α的函数，Ｆ随 α增大而先增大后
减小，且在α＝３．１１处时取最大值，极大的湍流值将导
致极小的湍流距离。另外，图２还说明，ｚｔ随ｌ０的增大
而增大，当α＞３．１１时，随着 α的增大，各条曲线之间
的差别在逐渐缩小，即广义指数 α越大，内尺度 ｌ０对
于湍流距离的影响越小。

图３显示，当０＜α＜３．６时，各条曲线之间无差
别；而当３．６＜α＜４时，ｚｔ随Ｌ０的增大而减小。

图４、图５为湍流距离ｚｔ对不同光束参量（光束相

　　

Ｆｉｇ４　ｚｔｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆβ

Ｆｉｇ５　ｚｔｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆδ

干参量β、光束离心参量δ）随湍流广义指数 α的变化
情况。

由图４可以看出，ｚｔ随β的增加而逐渐减小，即相
干性越差的光束湍流距离越大，光束受湍流的影响则

越小；而当β取值较大（β＝１）时，湍流距离 ｚｔ随 α的
变化则不明显。

图５指出，ｚｔ随光束δ的增大而增大，即离心参量
越大，湍流距离越大，光束扩展受湍流的影响越小。这

与常规Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中的研究结果是一致的。

３　结　论

基于广义惠更斯菲涅耳原理，并采用非 Ｋｏｌｍｏｇ
ｏｒｏｖ湍流模型，推导出了部分相干双曲余弦高斯光束
在非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中的湍流距离，研究了湍流参量
与光束参量对湍流距离的影响。研究发现：在常规

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中，湍流距离 ｚｔ随着折射率结构常数
Ｃｎ
２的增大而减小，即湍流的增强使得湍流距离缩短；

在非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中，湍流距离 ｚｔ随湍流广义指数
α的变化表现出非单调性，ｚｔ随 α的增大而先减小后
增大，且当α＝３．１１时存在极小值，即此刻湍流对光束
扩展的影响最大。湍流距离 ｚｔ随内尺度 ｌ０的增大而
增大，且当α＞３．１１时，α越大，ｌ０对于ｚｔ的影响越小；
ｚｔ随外尺度Ｌ０的增大而减小（仅当３．６＜α＜４时），而
在０＜α＜３．６时，Ｌ０的变化对湍流距离 ｚｔ无影响。光
束相干参量β越小和光束离心参量 δ越大，湍流距离
ｚｔ则越大，即 β越小、δ越大，光束扩展受湍流的影响
就越小。

３８５



版权所有 © 《激光技术》编辑部
        http://www.jgjs.net.cn 

激光技术  jgjs@sina.com

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 

版
权

所
有

 ©©
《

激
光

技
术

》
编

辑
部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

《
激

光
技

术
》

编
辑

部

　 激　　光　　技　　术 ２０１５年７月

本文中所得理论结果对部分相干双曲余弦高斯光

束在湍流中扩展、方向性的控制及相关应用有实际意

义。
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［１３］　ＬＩＵＬ，ＨＡＯＺｈＱ．ＰｒｏｐａｇａｔｉｏｎｏｆｓｉｎｈＧａｕｓｓｉａｎｂｅａｍｓｉｎｇｒａｄｉｅｎｔ
ｉｎｄｅｘｍｅｄｉｕｍ［Ｊ］．ＬａｓｅｒＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１３，３７（１）：１２６１２９（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）．

［１４］　ＬＩＰ，ＫＵＡＮＧＡＨ．Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｎｏｎｐａｒａｘｉａｌｐａｒ
ｔｉａｌｌｙｃｏｈｅｒｅｎｔＨｅｒｍｉｔｅｃｏｓｉｎｅＧａｕｓｓｉａｎｂｅａｍｓ［Ｊ］．ＬａｓｅｒＴｅｃｈｎｏｌｏ
ｇｙ，２０１４，３８（１）：１４１１４４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）．

［１５］　ＷＡＮＧＳｈＭ，ＬＩＮＱ，ＪＩＡＮＧＸＱ．ＣｏｓｉｎｅＧａｕｓｓｂｅａｍ［Ｊ］．Ａｃｔａ
ＰｈｏｔｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，１９９９，２８（４）：３６７３９０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）．

［１６］　ＪＩＸＬ．ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅｏｎｔｈｅＲａｙｌｅｉｇｈｒａｎｇｅｏｆｐａｒｔｉａｌｌｙｃｏ
ｈｅｒｅｎｔｃｏｓｈＧａｕｓｓｉａｎｂｅａｍｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１１，６０
（６）：０６４２０７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）．

［１７］　ＡＮＤＲＥＷＳＬＣ，ＰＨＩＬＬＩＰＳＲＬ．Ｌａｚｅｒｂｅａｍｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｔｈｒｏｕｇｈ
ｒａｎｄｏｍｍｅｄｉａ［Ｍ］．ＷａｓｈｉｎｇｔｏｎＤＣ，ＵＳＡ：ＳＰＩＥＰｒｅｓｓ，１９９８：１７
２９．

４８５


