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激　　光　　技　　术
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　　文章编号：１００１３８０６（２０１５）０３０４２３０５

相位解包裹中欠采样问题的实验研究

郭　媛，陈小天，毛　琦
（齐齐哈尔大学 计算机与控制工程学院，齐齐哈尔 １６１００６）

摘要：为了解决相位解包裹时由于相位变化快而出现的欠采样问题，采用剪切干涉的原理建立光场，利用加

权离散余弦变换算法求解泊松方程的方法，实现了对横向剪切最小二乘相位解包裹算法的改进。在理论分析的基

础上给出了具体的相位解包裹算法，并通过实验研究验证了改进后算法的可行性。结果表明，改进后的算法能够

有效地避免由相位变化过快带来的欠采样问题。
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中图分类号：Ｏ４３６．１　　　文献标志码：Ａ　　　ｄｏｉ：１０７５１０／ｊｇｊｓｉｓｓｎ１００１３８０６２０１５０３０３１

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｔｕｄｙａｂｏｕｔｕｎｄｅｒｓａｍｐｌｉｎｇｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ

ＧＵＯＹｕａｎ，ＣＨＥＮＸｉａｏｔｉａｎ，ＭＡＯＱｉ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒａｎｄＣｏｎｔｒｏｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＱｉｑｉｈａｒＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｉｑｉｈａｒ１６１００６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｕｎｄｅｒｓａｍｐｌｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｏｆｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｃａｕｓｅｄｂｙｆａｓｔｃｈａｎｇｉｎｇｏｆｐｈａｓｅ，ｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｙｏｆｌａｔｅｒａｌｓｈｅａｒｉｎｇｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｒｙｗａｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｔｏｂｕｉｌｄｏｐｔｉｃａｌｆｉｅｌｄａｎｄｗｅｉｇｈｔｅｄｄｉｓｃｒｅｔｅｃｏｓｉｎｅｔｒａｎｓｆｏｒｍｗａｓｕｓｅｄ
ｔｏｓｏｌｖｅＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｏｎｔｈｉｓｂａｓｉｓ，ａｎｅｗｉｍｐｒｏｖｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｌａｔｅｒａｌｓｈｅａｒｉｎｇｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｒｙ
（ＬＳＢＬＳ）ａｌｇｏｒｉｔｈｍｗａｓｐｕｔｆｏｒｗａｒｄ．Ｔｈｅｓｐｅｃｉｆｉｃｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｍｅｔｈｏｄｗａｓｇｉｖｅｎｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｔｈｅ
ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｗａｓｐｒｏｖｅｄａｆｔｅｒｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｃａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙａｖｏｉｄｔｈｅｕｎｄｅｒｓａｍｐｌｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｃａｕｓｅｄｂｙｔｈｅｆａｓｔｃｈａｎｇｉｎｇｏｆｐｈａｓｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔａｎｄｍｅｔｒｏｌｏｇｙ；ｓｐｅｃｋｌｅ；ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ；ｕｎｄｅｒｓａｍｐｌｉｎｇ；ｌａｔｅｒａｌｓｈｅａｒｉｎｇｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ

　　基金项目：黑龙江省自然科学基金资助项目（Ｆ２０１２１９）；
黑龙江省教育厅科研面上资助项目（１２５２１６００）；齐齐哈尔大
学青年重点基金资助项目（２０１１Ｋ０２）

作者简介：郭　媛（１９７４），女，博士，教授，主要从事光学
信息处理、光学检测与传感器技术的研究。

Ｅｍａｉｌ：ｇｕｏｙｕａｎ１７１＠１２６．ｃｏｍ
收稿日期：２０１４０４２１；收到修改稿日期：２０１４０４２９

引　言

数字散斑干涉测量技术是激光技术与数字图像处

理相结合的光测方法。它具有精度高、灵敏度高、非接

触无损测量等优点［１３］。在数字散斑测量中，待测光场

的相位分布是通过求反正切运算得到的，得到的包裹

相位值被限制在（－π，π］之间，这就需要通过相位解
包裹技术得到真实相位。近年来，随着光学测量技术

的发展，很多相位解包裹方法被提出，如路径跟踪算

法、最优估计算法、最小范数算法等［４６］。其中最常用

的算法是基于最小范数的最小二乘解包裹算法，最小

二乘方法最后得到泊松方程，求解泊松方程的方法有

迭代法［７］和直接法［８９］。同时，最小二乘相位解包裹

又分为非加权最小二乘相位解包裹和加权最小二乘相

位解包裹［１０１１］。

欠采样是由于干涉条纹较密集，而现有的ＣＣＤ的
有限空间带宽限制，使得计算机的取样间隔过大造成

信息丢失造成的。ＣＣＤ的空间宽带积越小，欠采样现
象越严重。应用传统的相位解包裹算法将不能从欠采

样包裹相位图中解出正确的连续相位分布，致使解包

裹失败，这个问题一直是相位解包裹中的一个难点。

剪切干涉测量是光学测量中的一种重要的测量方

法，它通过同一光波与它的一个小错位后的光波之间

的干涉完成测量，根据剪切方向可分为横向剪切、径向

剪切、旋转剪切和方向剪切等。有学者将横向剪切的

理论引入欠采样相位解包裹中，能够有效地解决欠采

样问题［１２１５］。横向剪切干涉能够有效地去除欠采样

现象的原因在于它利用波前相位与其自身小的错位之

间的偏差往往很小的特点，然后通过对偏差进行处理，

进而实现对欠采样包裹相位的恢复。但是，横向剪切

只是在一定的范围内能够解决欠采样问题，当欠采样

较严重、相位变化过快时，现有的横向剪切算法就会失

效，不能正确地恢复正确的相位分布。本文中在横向

剪切最小二乘相位解包裹算法（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｂａｓｅｄｏｎｌａｔｅｒａｌｓｈｅａｒｉｎｇｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｒｙ，ＬＳＢＬＳ）的基础
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　 激　　光　　技　　术 ２０１５年５月

上提出新的相位解包裹算法，解决了欠采样带来的误

差，提高了原有的相位解包裹算法的抗采样干扰能力，

并通过理论分析和实验验证了其正确性和有效性。

１　横向剪切最小二乘算法原理

数字散斑干涉测量中，从相干图像提取的包裹相

位为ψｉ，ｊ（－π≤ψｉ，ｊ≤π），与之对应的真实相位为φｉ，ｊ，
并有： φｉ，ｊ＝ψｉ，ｊ＋２πｋｉ，ｊ （１）
式中，ｋｉ，ｊ为整数，（ｉ，ｊ）是Ｍ×Ｎ图片中像素点的坐标，
０≤ｉ≤Ｍ－１，０≤ｊ≤Ｎ－１。

定义ｘ方向和ｙ方向上的包裹相位差分别为Δｘｉ，ｊ
和Δｙｉ，ｊ： Δｘｉ，ｊ＝Ｗ｛ψｉ＋１，ｊ－ψｉ，ｊ｝

Δｙｉ，ｊ＝Ｗ｛ψｉ，ｊ＋１－ψｉ，ｊ
{

｝
（２）

式中，Ｗ为包裹算子，其目的是对包裹相位偏导数进
行加减２π，从而确保Δｘｉ，ｊ和Δｙｉ，ｊ位于（－π，π］之间。

最小二乘相位解包裹算法的基本思想是寻求真实

相位的偏导数和包裹相位差的差分的值最小，即：

ｍｉｎ｛Ｊ｝＝ｍｉｎ　
　∑
Ｍ－２

ｉ＝０
∑
Ｎ－１

ｊ＝０
［φｉ＋１，ｊ－φｉ，ｊ－Δｘｉ，ｊ］

２{ ＋

∑
Ｍ－２

ｉ＝０
∑
Ｎ－１

ｊ＝０
［φｉ，ｊ＋１－φｉ，ｊ－Δｙｉ，ｊ］

２ }　　 （３）

　　对（３）式φｉ，ｊ求导数并令其为０，整理得泊松方程：
φｉ＋１，ｊ＋φｉ－１，ｊ＋φｉ，ｊ＋１＋φｉ，ｊ－１－４φｉ，ｊ＝ρｉ，ｊ （４）

式中，ρｉ，ｊ＝（Δｘｉ，ｊ－Δｘｉ－１，ｊ）＋（Δｙｉ，ｊ－Δｙｉ，ｊ－１） （５）
　　因为相位微分在包裹相位图像边缘是无效的，故
泊松方程的Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件为：

Δｘ－１，ｊ＝０，（ΔｘＭ－１，ｊ＝０，０≤ｊ≤Ｎ－１）

Δｙｉ，－１ ＝０，（Δｙｉ，Ｎ－１ ＝０，０≤ｉ≤Ｍ－１
{

）
（６）

　　显然最小二乘相位解包裹算法转化为对泊松方程
的求解，常用的求泊松方程的方法有迭代法和离散余

弦变换（ｄｉｓｃｒｅｔｅｃｏｓｉｎｅｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＣＴ）或者快速傅里
叶变换（ｆａｓｔＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＦＴ）。

传统的方法是用上述方法求出包裹相位，当相位

变化快而使解包裹失败。为解决这个问题，从而 ＬＳ
ＢＬＳ算法被提出，其不同于传统的解包裹方法是引入
剪切干涉的原理，在（２）式的基础上建立一个等效的２
维复光场： Ｕ１ ＝ｅｘｐ（ｊψｉ，ｊ） （７）

式中， 槡ｊ＝ －１，对该等效光场沿某个方向（以沿 ｘ方
向为例）平移１ｐｉｘｅｌ，创建新的光场，即：

Ｕ２ ＝ｅｘｐ（ｊψｉ＋１，ｊ） （８）
　　将两光场相除，即可得到新的光场：

Ｕｘｉ，ｊ＝Ｕ２／Ｕ１ ＝ｅｘｐ（ｊψｉ＋１，ｊ）／ｅｘｐ（ｊψｉ，ｊ） （９）
　　从而有：Δｘｉ，ｊ＝ａｒｃｔａｎ

Ｉｍ（Ｕｘｉ，ｊ）
Ｒｅ（Ｕｘｉ，ｊ

[ ]
）

（１０）

式中，Ｉｍ（）和Ｒｅ（）分别表示取复函数的虚部和实部

运算。同理，在ｙ方向上有：

Δｙｉ，ｊ＝ａｒｃｔａｎ
Ｉｍ（Ｕｙｉ，ｊ）
Ｒｅ（Ｕｙｉ，ｊ

[ ]
）

（１１）

　　将（１０）式和（１１）式代入（５）式中，通过 ＤＣＴ解包
裹即可求出连续相位。

２　ＬＳＢＬＳ算法的改进

尽管 ＬＳＢＬＳ方法可以有效地克服欠采样带来的
麻烦，与传统最小二相位解包裹相比存在优势，但当欠

采样非常严重时，就会导致 ＬＳＢＬＳ方法失效，真实相
位而不能解出。

为解决现有的 ＬＳＢＬＳ方法的缺点，作者在现有的
ＬＳＢＬＳ方法的基础上进行改进。同样将剪切干涉的原
理引入到相位解包裹中，在（５）式的基础上构建一个
等效的２维复光场：　　　Ｖ１＝ｅｘｐ（ｊΔｘｉ－１，ｊ） （１２）

同样沿ｘ方法作１ｐｉｘｅｌ的平移，创建新的光场：
Ｖ２ ＝ｅｘｐ（ｊΔｘｉ，ｊ） （１３）

　　将两光场相除有：

Ｋｘｉ，ｊ＝
Ｖ２
Ｖ１
＝
ｅｘｐ（ｊΔｘｉ，ｊ）
ｅｘｐ（ｊΔｘｉ－１，ｊ）

（１４）

　　则：

Δｘｉ，ｊ－Δｘｉ－１，ｊ＝ａｒｃｔａｎ
Ｉｍ（Ｋｘｉ，ｊ）
Ｒｅ（Ｋｘｉ，ｊ

[ ]
）

（１５）

　　同理在ｙ方向上有：

Δｙｉ，ｊ－Δｙｉ，ｊ－１ ＝ａｒｃｔａｎ
Ｉｍ（Ｋｙｉ，ｊ）
Ｒｅ（Ｋｙｉ，ｊ

[ ]
）

（１６）

　　则（５）式变为：

ρｉ，ｊ＝ａｒｃｔａｎ
Ｉｍ（Ｋｘｉ，ｊ）
Ｒｅ（Ｋｘｉ，ｊ

[ ]
）
＋ａｒｃｔａｎＩｍ（Ｋｙｉ，ｊ）

Ｒｅ（Ｋｙｉ，ｊ
[ ]

）
（１７）

　　故用常规的求解泊松方程的方法即可求出连续相
位。与原有的ＬＳＢＬＳ算法相比，改进后的 ＬＳＢＬＳ算法
并不会改变原有的 ＬＳＢＬＳ算法的计算量，在理论上，
两种算法的计算时间是相同的。经过实验研究，作者

发现改进后的 ＬＳＢＬＳ算法没有影响原有的 ＬＳＢＬＳ算
法的计算时间，但在解决欠采样问题上，改进后的 ＬＳ
ＢＬＳ算法有明显的优势。

尽管ＤＣＴ能够满足常用的最小二乘相位解包裹，
但是，当残差点较多时ＤＣＴ非加权权最小二乘相位解
包裹算法的计算结果比较平滑，从而有学者引入权重，

抑制误差的传播，称为加权离散余弦变换（ｗｅｉｇｈｔｅｄ
ｄｉｓｃｒｅｔｅｃｏｓｉｎｅｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＷＤＣＴ）。为补偿其平滑作
用，采用加权来对最小二乘方法进行改进。权重定义

为：

ｐｉ，ｊ＝Δｘｉ，ｊ－Δｘｉ－１，ｊ
ｑｉ，ｊ＝Δｙｉ，ｊ－Δｙｉ，ｊ－１
ｕｉ，ｊ＝ｕｎｉｔ（ｆｉｌｔ［ｐｉ，ｊ

２＋ｑｉ，ｊ
２{
］）

（１８）

４２４
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第３９卷　第３期 郭　媛　相位解包裹中欠采样问题的实验研究 　

式中，ｐｉ，ｊ和ｑｉ，ｊ分别为ｘ方向和ｙ方向相邻包裹相位差
分之差，ｕｎｉｔ（）为归一化处理，ｆｉｌｔ［］为均值滤波，求出
权重ｕｉ，ｊ后，用ｕｉ，ｊ对ρｉ，ｊ进行加权处理：

ρｕｉ，ｊ＝［１＋ｕｉ，ｊ］ρｉ，ｊ （１９）
式中，ρｕｉ，ｊ表示对ρｉ，ｊ加权处理的结果，然后利用（４）式
泊松方程的求解即可求出连续相位。鉴于 ＷＤＣＴ算
法的优势，本文实验中采用ＷＤＣＴ算法解泊松方程。

３　实验与结果分析

为了验证本文中改进后的 ＬＳＢＬＳ方法的有效性，
用ＭＡＴＬＡＢ编程，以１００倍的 ｐｅａｋｓ函数构建一个２
维相位分布（５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ）进行实验验证，该２
　　

Ｆｉｇ１　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆｕｎｉｍｐｒｏｖｅｄＬＳＢＬＳ
ａ—ｏｒｉｇｉｎａｌｐｈａｓｅ　ｂ—ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅ　ｃ—ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｂｙＬＳＢＬＳ　
ｄ—ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｂｙＬＳＢＬＳａｎｄｏｒｉｇｉｎａｌｐｈａｓｅ

维相位分布的相位最大值和相位最小值分布为

－６５５．１１２０ｒａｄ和８１０．６０４１ｒａｄ。用 ＬＳＢＬＳ算法解该２
维相位如图１所示。

图１ａ是原始相位，图１ｂ是原始包裹相位，图１ｃ
是用ＬＳＢＬＳ算法解包裹的结果，图１ｃ和图１ａ相比可
以直观看出ＬＳＢＬＳ解包裹误差很大，图１ｄ是坐标ｙ为
２５６ｐｉｘｅｌ时的切面轮廓图，从图 １ｄ可以看出，ＬＳＢＬＳ
解包裹误差极大。综合图１可以看出，ＬＳＢＬＳ算法在
原始相位变换太快时，欠采样带来的影响较为严重，相

位解包裹失败。

下面采用本文中改进的 ＬＳＢＬＳ相位解包裹方法，
为了对比，同样采用１００倍的 ｐｅａｋｓ函数进行实验，改
进后的ＬＳＢＬＳ算法解包裹实验如图２所示。

Ｆｉｇ２　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆｉｍｐｒｏｖｅｄＬＳＢＬＳ
ａ—ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｂｙｉｍｐｒｏｖｅｄＬＳＢＬＳ　ｂ—ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｕｎ
ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｂｙｉｍｐｒｏｖｅｄＬＳＢＬＳａｎｄｏｒｉｇｉｎａｌｐｈａｓｅ

从图２可以看出，改进后的 ＬＳＢＬＳ算法不仅能够
解出其包裹相位，而且改进后的 ＬＳＢＬＳ算法误差较
小。另外，改进后的ＬＳＢＬＳ算法在运行时间上对原有
的ＬＳＢＬＳ算法运行时间没有影响，改进前后的 ＬＳＢＬＳ
算法的运行时间都为３ｓ左右。

在现实情况中由相移技术得到的包裹相位都存在

一定的噪声，本文中根据现实情况对有噪声的包裹相

位进行了研究，对有噪声的欠采样相位解包裹问题的

研究如图３所示。
图３是对有噪声的包裹相位，通过窗口傅里叶滤

波［１６１８］后用改进的 ＬＳＢＬＳ方法解包裹的结果。图３ｃ
和图３ｄ、图３ｂ相比可以看出，原有的ＬＳＢＬＳ算法解包
裹失败了，而改进后的 ＬＳＢＬＳ算法能够还原原始相
位。图３ｅ是坐标 ｘ＝２５６ｐｉｘｅｌ时的剖面轮廓图，图３ｅ

５２４
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　 激　　光　　技　　术 ２０１５年５月

　　

Ｆｉｇ３　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｏｆｔｈｅｕｎｄｅｒｓａｍｐｌｉｎｇｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅ
ｗｉｔｈｎｏｉｓｅ
ａ—ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｗｉｔｈｎｏｉｓｅ　ｂ—ｏｒｉｇｉｎａｌｐｈａｓｅ　ｃ—ｕｎｗｒａｐｐｅｄ
ｐｈａｓｅｂｙＬＳＢＬＳ　ｄ—ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｂｙｉｍｐｒｏｖｅｄＬＳＢＬＳ　ｅ—
ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏＬＳＢＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｏｒｉｇｉｎａｌｐｈａｓｅ

更是明确地说明了改进后的 ＬＳＢＬＳ算法对欠采样较
严重的包裹相位能够很好地解出真实相位。通过一系

列的实验可知，本文中改进的 ＬＳＢＬＳ算法对欠采样问
题的解决有较大的实用性。

４　结　论

相位变化太快而发生欠采样，导致不能顺利完成

相位解包裹。欠采样问题一直是相位解包裹中的一个

难点，尽管ＬＳＢＬＳ算法有一定的抗欠采样能力，但当
欠采样严重时，该算法同样不能得到满意的结果，甚至

会解包裹失败。本文中依据现有的 ＬＳＢＬＳ算法，对
ＬＳＢＬＳ算法加以改进，并通过实验验证了改进后的
ＬＳＢＬＳ算法的正确性和有效性。
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