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激　　光　　技　　术
ＬＡＳＥＲＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ

Ｖｏｌ．３９，Ｎｏ．１
Ｊａｎｕａｒｙ，２０１５

　　文章编号：１００１３８０６（２０１５）０１０１０９０５

非线性囚禁离子振动模式互关联函数的研究

王中结，方　旭
（安徽师范大学 物理与电子信息学院，芜湖 ２４１０００）

摘要：为了研究非线性对囚禁离子沿两个正交方向的振动模式之间的互相关函数的影响，采用理论分析和数

值计算相结合的方法，对单个２维三能级囚禁离子与两个经典驻波激光相互作用的非线性双光子ＪａｙｎｅｓＣｕｍｍｉｎｇｓ
模型进行了严格求解，并对囚禁离子沿两个正交方向的振动模式之间的互相关函数进行了数值分析。结果表明，

当初始平均量子数较小时，反关联效应随 ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量的增大先是增强然后减弱，但是关联效应却随 Ｌａｍｂ
Ｄｉｃｋｅ参量的增大一直增强。随着初始平均量子数的增大，反关联效应会减弱直至消失；表征非线性效应的 Ｌａｍｂ
Ｄｉｃｋｅ参量和初始振动运动平均量子数对交叉关联有明显的影响。

关键词：量子光学；交叉关联函数；囚禁离子；非线性ＪａｙｎｅｓＣｕｍｍｉｎｇｓ模型
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引　言

近年来，激光束操控囚禁离子的研究已成为非

常活跃的研究领域。囚禁离子系统不仅在工程的量

子态方面是非常重要的［１２］，而且在诸如量子隐形传

态和量子计算中有重要的应用价值［３５］。在 Ｌａｍｂ
Ｄｉｃｋｅ极限下，囚禁离子与经典驻波光场的相互作

用通常是由类似于腔量子电动力学的 ＪａｙｎｅｓＣｕｍ
ｍｉｎｇｓ（ＪＣ）模型描述。在 ＪＣ模型基础上，为制备
各种非经典状态，人们提出了许多方案，例如 Ｆｏｃｋ
态的制备［６］、纠缠态的制备［７］、压缩相干态的制

备［８］、纠缠态的制备［９］、激发薛定谔猫态的制备［１０］、

簇态的制备［１１］等。但是，在远离 ＬａｍｂＤｉｃｋｅ极限
下，囚禁离子与经典驻波光场的相互作用必须由非

线性ＪＣ模型来描述。近来，在非线性 ＪＣ模型基
础上，人们提出了制备非线性相干态的方法［１２］，并

对二能级囚禁离子的量子动力学进行了研究［１３１５］，

如参考文献［１３］中，作者研究了二能级囚禁离子的
非线性ＪＣ模型，分析了非线性对离子布居数的影
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响。然而，在关于囚禁离子的非线性 ＪＣ模型的研
究中，人们大多集中考虑二能级囚禁离子与驻波激

光束的相互作用。

本文中研究了单个三能级２维囚禁离子与经典
驻波激光场的相互作用，得到了这个非线性 ＪＣ模
型的严格解，数值分析了２维囚禁离子的振动运动
之间的交叉关联效应。结果表明，非线性参量对交

叉关联效应有明显地影响。

１　模型及其演化算符

考虑囚禁在一个２维简谐势阱中单个三能级离
子，与两束分别沿 ｘ和 ｙ方向的驻波激光场相互作
用，一束激光场的频率为 ωｌａｓｅｒ，１，另一束频率为
ωｌａｓｅｒ，２。囚禁离子由两个基态和一个激发态组成，基
态 １〉和 ２〉的能量分别为 ω１和 ω２，激发态 ３〉
的能量为 ω３，如图１所示。

Ｆｉｇ１　Ｌｅｖｅｌｓｃｈｅｍｅｏｆｔｈｅｔｒａｐｐｅｄｉｏｎｉｎｔｅｒａｃｔｉｎｇｗｉｔｈｔｗｏｓｔａｎｄｉｎｇ
ｗａｖｅｌａｓｅｒｆｉｅｌｄｓ

随着应用的旋转波近似，系统的哈密顿量为

（令 ＝１）：
Ｈ＝Ｈ０＋Ｈｉ

Ｈ０ ＝ν１ａ
＋
１ａ１＋ν２ａ

＋
２ａ２＋∑

３

ｉ＝１
ωｉ ｉ〉〈ｉ

Ｈｉ＝
ｇ１
２ｃｏｓ［η１（ａ１＋ａ

＋
１）＋φ１］×

　　［ｅｘｐ（－ｉωｌａｓｅｒ，１ｔ）３〉〈１＋ｅｘｐ（ｉωｌａｓｅｒ，１ｔ）１〉〈３］＋

　　
ｇ２
２ｃｏｓ［η２（ａ２＋ａ

＋
２）＋φ２］×

　　［ｅｘｐ（－ｉωｌａｅｓｒ，２ｔ）３〉〈２＋ｅｘｐ（ｉωｌａｓｅｒ，２ｔ）２〉〈３



















］

（１）
式中，ａｉ（ａ

＋
ｉ）（ｉ＝１，２）表示囚禁离子沿 ｘ和 ｙ方向

的质心振动运动的湮灭（产生）算符，νｉ是囚禁频
率，φｉ（ｉ＝１，２）是驻波激光场的相位（沿 ｘ和 ｙ方

向），ｇｉ是耦合常数，ηｉ＝ｋｉ ／（２ｍν槡 ｉ）是 Ｌａｍｂ
Ｄｉｃｋ参量，ｍ是囚禁离子的质量，ｋｉ是驻波激光场
的波数。

在下面的计算中，假定 ｇ１＝ｇ２＝ｇ，φ１＝φ２＝φ。
在相互作用图像中，相互作用哈密顿可表示为：

Ｈｉ＝
ｇ
２ｃｏｓ［η１（ａ１ｅｘｐ（－ｉν１ｔ）＋ａ

＋
１ｅｘｐ（ｉν１ｔ））＋

φ］［ｅｘｐ（－ｉΔ１ｔ）３〉〈１ ＋ｅｘｐ（ｉΔ１ｔ）１〉〈３）＋
ｇ
２ｃｏｓ［η２（ａ２ｅｘｐ（－ｉν２ｔ）＋ａ

＋
２ｅｘｐ（ｉν２ｔ））＋φ］×

（ｅｘｐ（－ｉΔ２ｔ）３〉〈２ ＋ｅｘｐ（ｉΔ２ｔ）２〉〈３）（２）
式中，Δ１＝ω３－ω１－ωｌａｓｅｒ，１，Δ１＝ω３－ω２－ωｌａｓｅｒ，２。
为计算方便起见，令 Δ１＝ν１，Δ２＝ν２。应用下列公
式：

ｅｘｐ［ｉηｊ（ａｊｅｘｐ（－ｉνｊｔ）＋ａｊ
＋ｅｘｐ（ｉνｊｔ））］＝

∑
ｌ，ｍ

（ｉηｊ）
２ｍ＋１

ｍ！（ｍ＋ｌ）！×［（ａｊ
＋）ｍａｊ

ｍ＋ｌｅｘｐ（－ｉｌνｊｔ）＋

（ａ＋ｊ）
ｌ＋ｍａｊ

ｍｅｘｐ（ｉｌνｊｔ）］，（ｊ＝１，２） （３）
　　并忽略快速时变项，可以得到：

Ｈｉ＝ｇ［（Ａ１ ３〉〈１＋Ａ１
＋ １〉〈３）＋

（Ａ２ ３〉〈２＋Ａ２
＋ ２〉〈３）］ （４）

其中，

Ａｊ＝ｆｊ（ａｊ
＋ａｊ）ａｊ，（ｊ＝１，２）

ｆｊ（ａｊ
＋ａｊ）＝ｓｉｎφ∑

ｍ

（－ηｊ）
２ｍ

ｍ！（ｍ＋１）！（ａｊ
＋）ｍａ{ ｍ

ｊ

（５）
　　容易证明Ａｊ和Ａ

＋
ｊ 算符满足下列的对易关系：

［Ａｊ，Ａｊ
＋］＝［ａｊａｊ

＋ｆｊ
２（ａｊ

＋ａｊ）－
ａｊ
＋ａｊｆｊ

２（ａｊ
＋ａｊ－１）］δｉｊ （６）

式中，δｉｊ＝１（ｉ＝ｊ），δｉｊ＝０（ｉ≠ｊ）。应当指出哈密顿
量（４）式描述了一个三能级２维囚禁离子与两束经
典驻波激光场相互作用的非线性模型，并对任意值

的ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量η１和η２都有效。
在原子态表象中，推导由哈密顿（４）式确定的

演化算符ＵＩ＝ｅ
－ｉＨｉｔ的矩阵元，结果如下：

Ｕｉ，１１ ＝１＋Ａ１
＋ｃｏｓ（ｇｔＡ１Ａ１

＋＋Ａ２Ａ２槡
＋）－１

Ａ１Ａ１
＋＋Ａ２Ａ２

＋ Ａ１，

Ｕｉ，１２ ＝Ａ１
＋ｃｏｓ（ｇｔＡ１Ａ１

＋＋Ａ２Ａ２槡
＋）－１

Ａ１Ａ１
＋＋Ａ２Ａ２

＋ Ａ２，

Ｕｉ，１３ ＝－ｉＡ１
＋ｓｉｎ（ｇｔＡ１Ａ１

＋＋Ａ２Ａ２槡
＋）

Ａ１Ａ１
＋＋Ａ２Ａ２槡

＋
，

Ｕｉ，２１ ＝Ａ２
＋ｃｏｓ（ｇｔＡ１Ａ１

＋＋Ａ２Ａ２槡
＋）－１

Ａ１Ａ１
＋＋Ａ２Ａ２

＋ Ａ１，

Ｕｉ，２２ ＝１＋Ａ２
＋ｃｏｓ（ｇｔＡ１Ａ１

＋＋Ａ２Ａ２槡
＋）－１

Ａ１Ａ１
＋＋Ａ２Ａ２

＋ Ａ２，

０１１
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第３９卷　第１期 王中结　非线性囚禁离子振动模式互关联函数的研究 　

Ｕｉ，２３ ＝－ｉＡ２
＋ｓｉｎ（ｇｔＡ１Ａ１

＋＋Ａ２Ａ２槡
＋）

Ａ１Ａ１
＋＋Ａ２Ａ２槡

＋
，

Ｕｉ，３１ ＝－ｉ
ｓｉｎ（ｇｔＡ１Ａ１

＋＋Ａ２Ａ２槡
＋）

Ａ１Ａ１
＋＋Ａ２Ａ２槡

＋
Ａ１，

Ｕｉ，３２ ＝－ｉ
ｓｉｎ（ｇｔＡ１Ａ１

＋＋Ａ２Ａ２槡
＋）

Ａ１Ａ１
＋＋Ａ２Ａ２槡

＋
Ａ２，

Ｕｉ，３３ ＝ｃｏｓ（ｇｔＡ１Ａ１
＋＋Ａ２Ａ２槡

＋） （７）

２　二模交叉关联效应

在这一节中，研究囚禁离子的沿 ｘ和 ｙ方向的
振动运动之间的交叉关联效应。归一化的二模交叉

关联函数定义如下：

Ｇａ１ａ２ ＝〈ａ１
＋ａ１ａ２

＋ａ２〉／（〈ａ１
＋ａ１〉〈ａ２

＋ａ２〉）（８）
　　如果Ｇａ１ａ２＜１，就说模式ａ１和模式ａ２是反关联
的，如果 Ｇａ１ａ２＞１，就说两者是关联的，即囚禁离子
的振动运动具有非经典的性质。为了数值计算交叉

关联函数，首先假定囚禁离子初始处在激发态 ３〉，
沿ｘ和 ｙ方向的质心振动运动分别处在相干态
α〉１和 α〉２。这样，系统的初态可表示成：

ψ（０）〉＝３〉 α〉１ α〉２ ＝

３〉∑
ｎ，ｍ
ＦｎＦｍ ｎ〉１ ｍ〉２ （９）

式中，Ｆｎ＝
αｎ

ｎ槡 ！
ｅｘｐ（－ α２／２），α为算符 ａ１和 ａ２

的本征值。应用（７）式，容易计算囚禁离子任意时
刻ｔ的态矢为：

ψ（ｔ）〉＝∑
ｎ，ｍ
ＦｎＦｍ －ｉ

ｓｉｎ（ｇｔｕｎｍ）
ｕｎｍ

ｆ１（ｎ） ｎ＋槡 １ｎ＋１〉１ ｍ〉２ １{ 〉－

ｉ
ｓｉｎ（ｇｔｕｎｍ）
ｕｎｍ

ｆ２（ｍ） ｍ＋槡 １ｎ〉１ ｍ＋１〉２ ２〉＋
　
　
ｃｏｓ（ｇｔｕｎｍ）ｎ〉１ ｍ〉２ ３ }〉 （１０）

式中，ｕｎｍ＝ ｆ１
２（ｎ）（ｎ＋１）＋ｆ２

２（ｍ）（ｍ＋１槡 ）。

　　应用（１０）式，可以计算（８）式各力学量的期望值为：

〈ａ１
＋ａ１〉＝∑

ｎ，ｍ
Ｆｎ
２Ｆｍ

２ ｓｉｎ２（ｇｔｕｎｍ）
ｕｎｍ

２ ［ｆ１
２（ｎ）（ｎ＋１）２{ ＋ｆ２

２（ｍ）ｎ（ｍ＋１）］＋

　　　　　
　
ｃｏｓ２（ｇｔｕｎｍ） }ｎ

〈ａ２
＋ａ２〉＝∑

ｎ，ｍ
Ｆｎ
２Ｆｍ

２ ｓｉｎ２（ｇｔｕｎｍ）
ｕｎｍ

２ ［ｆ１
２（ｎ）ｎ（ｍ＋１）{ ＋ｆ２

２（ｍ）（ｍ＋１）２］＋

　　　　　
　
ｃｏｓ２（ｇｔｕｎｍ） }ｍ

〈ａ１
＋ａ２

＋ａ１ａ２〉＝∑
ｎ，ｍ
Ｆｎ
２Ｆｍ

２ ｓｉｎ２（ｇｔｕｎｍ）
ｕｎｍ

２ ［ｆ１
２（ｎ）（ｎ＋１）２{ ｍ＋ｆ２

２（ｍ）ｎ（ｍ＋１）２］＋

　　　　　
　
ｃｏｓ２（ｇｔｕｎｍ） }





















 ｎｍ

（１１）

　　将（１１）式代入（８）式，可得交叉关联函数 Ｇａ１ａ２
随时间的变化。定义无量纲时间 τ＝ｇｔ，画出 Ｇａ１ａ２
在不同的 ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量条件下随无量纲时间的
变化曲线，如图２所示。从图２中可以看出，在初始
平均量子数 α２＝１．０情形下，交叉关联函数 Ｇａ１ａ２
在某些时段对于任意的 ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量都小于１，
这表明模式ａ１和ａ２之间存在反关联。这种反关联
效应容易受 ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量 η１和 η２的影响。随
着η１和η２的增大，反关联效应得到增强。然而，进
一步增大η１和 η２，反关联效应反而减弱。这说明
　　

Ｆｉｇ２　ＣｒｏｓｓｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎＧａ１ａ２ｖｅｒｓｕｓｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｔｉｍｅτ＝ｇｔ

ｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌａｖｅｒａｇｅｑｕａｎｔｕｍｎｕｍｂｅｒ α２＝１．０，φ＝π／２ａｎｄ
ｖａｒｉｏｕｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓη１，η２

１１１
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　 激　　光　　技　　术 ２０１５年１月

ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量对反关联效应的影响是复杂的。
另一方面，交叉关联函数 Ｇａ１ａ２在某些时段对于任意
的ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量都大于１，这表明模式 ａ１和 ａ２
之间存在关联，即存在非经典效应。ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参
量对这种关联效应有明显的影响。图２表明，Ｌａｍｂ
Ｄｉｃｋｅ参量 η１和 η２越大，两模间的关联效应越强。
作者进一步研究了初始平均量子数对关联效应的影

响，如图３和图４所示。发现随着初始平均量子数
的增大，反关联效应将减弱直至消失。

Ｆｉｇ３　ＣｒｏｓｓｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎＧａ１ａ２ｖｅｒｓｕｓｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｔｉｍｅτ＝ｇｔ

ｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌａｖｅｒａｇｅｑｕａｎｔｕｍｎｕｍｂｅｒ α２＝２．０，φ＝π／２ａｎｄ
ｖａｒｉｏｕｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓη１，η２

Ｆｉｇ４　ＣｒｏｓｓｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎＧａ１ａ２ｖｅｒｓｕｓｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｔｉｍｅτ＝ｇｔ

ｗｉｔｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌａｖｅｒａｇｅｑｕａｎｔｕｍｎｕｍｂｅｒ α２＝５．０，φ＝π／２
ａｎｄｔｈｅｖａｒｉｏｕｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓη１，η２

３　讨　论

下面提出一个可能的实验构型［１６］。将一个
４０Ｃａ＋置于一个强射频的 Ｐａｕｌｉ势阱中，离子在势阱
中沿 ｘ和 ｙ方向的振荡频率取为 ν１ ＝ν２≈
７０．３ＭＨｚ，并由沿ｘ和 ｙ方向的驻波激光场驱动。
离子采用受激 Ｒａｍａｎ激光冷却技术。离子的两个
能级基态２Ｓ１／２和亚稳态

２Ｄ５／２（寿命约１ｓ）分别记为
１〉和 ２〉，另一个能级２Ｐ１／２记为 ３〉。这里，给出一
个测量离子振动模式的交叉关联函数的方法。用一

束与ｘ轴成４５°的方向传输的经典行波光场将囚禁
离子从基态 １〉激发到高激发态 ３〉，系统哈密顿

为：

Ｈ＝Ｈ０＋Ｈｉ
Ｈ０ ＝ν１ａ１

＋ａ１＋ν２ａ２
＋ａ２＋ω１ １〉〈１＋ω３ ３〉〈３

Ｈｉ＝
ｇ
２ｅｘｐ｛－ｉ［

珔η１（ａ１＋ａ１
＋）＋珔η２（ａ２＋ａ２

＋）］｝×

　［ｅｘｐ（－ｉωｌａｓｅｒｔ）３〉〈１＋ｅｘｐ（ｉωｌａｓｅｒｔ）１〉〈３













］

（１２）

式中，珔η１＝ｋｌａｓｅｒｃｏｓ４５° ／（２ｍν１槡 ），珔η２＝ｋｌａｓｅｒｓｉｎ４５°×

／（２ｍν２槡 ），ωｌａｓｅｒ是激光频率，ｇ为耦合常数。应
用旋转波近似和ＬａｍｂＤｉｃｋｅ近似，且使激光频率满
足ωｌａｓｅｒ＝ω３－ω１－ν１－ν２，则可得到系统相互哈密
顿为：

Ｈｉ′＝－
珔η１珔η２ｇ
２ （ａ１ａ２ ３〉〈１＋

ａ１
＋ａ２

＋ １〉〈３） （１３）
　　可以看出，离子从基态跃迁到高激发态的几率
的时间导数正比于〈ａ＋１ａ

＋
２ａ１ａ２〉，即正比于二模交叉

关联函数［１７］。至此，利用荧光光谱技术可以测量离

子振动模式的交叉关联函数，参见参考文献［１８］。

４　结　论

研究了一个２维三能级囚禁离子与两束经典驻
波激光场的相互作用的非线性 ＪＣ模型。求出了这
个非线性ＪＣ模型的严格解。分析了囚禁离子的两
个振动模式之间的交叉关联函数。数值计算结果表

明：ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量 （表征非线性效应，这个参量越
大，非线性越强）对交叉关联有明显地影响；当初始

平均量子数较小时，反关联效应随ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量
的增大先是也增大然后减弱，但是关联效应却随

ＬａｍｂＤｉｃｋｅ参量的增大一直增强；随着初始平均量
子数的增大，反关联效应会减弱直至消失。
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