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第３８卷　第５期
２０１４年９月

激　　光　　技　　术
ＬＡＳＥＲＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ

Ｖｏｌ．３８，Ｎｏ．５
Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ，２０１４

　　文章编号：１００１３８０６（２０１４）０５０７０３０６

抛物线坐标系非傍轴矢量光束的解及聚焦特性

彭　继，崔执凤，屈　军
（安徽师范大学 物理与电子信息学院，芜湖 ２４１０００）

摘要：为了求解柱坐标系下非傍轴矢量波动方程，得到光束的电场解析表达式，基于轴对称情况下沿角向偏

振的电场，将非傍轴近似情况下的矢量波动方程进行了抛物线坐标的转化，利用分离变量法进行了相应求解，并给

出了相应的数值计算。结果表明，非傍轴近似情况下，矢量波动方程的解能描述一种光束的电场，该场的解析表达

式与合流超几何函数以及梅杰函数的解有关；光束的光强分布与第１类零阶贝塞尔模式光束类似；光束在近光轴
处的光强表现为无限大并且沿边缘方向急剧衰减；在焦平面上沿着径向方向光强急剧减小。所得结果对于探究非

傍轴近似情况下矢量光束的传输特性有一定的意义。

关键词：激光光学；非傍轴矢量波动方程；坐标变换；合流超几何函数；梅杰函数
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引　言

近年来，激光在高分辨成像技术［１２］、光学捕获

及光镊技术［３５］、光束的传输特性［６１３］、激光信息存

储技术［１４１５］等方面的应用越来越广泛，随之对激光

光束的各项特性的研究也相应展开。为了产生各种

适合要求的特殊光束，研究人员已经做了大量的探

究工作，并且取得不菲的成果。众所周知，基模高斯

光束、厄米高斯模和拉盖尔高斯模都是最常见的
傍轴条件下标量赫姆霍兹方程的解［１６］，通过精确地

求解非傍轴条件下标量的赫姆霍兹方程，还可以得

到一些其它的激光光束的电场解析表达式，其中包

括著名的抛物型激光束［１７］、平面波和球面波［１８］、贝

塞尔模式［１９２０］以及马蒂厄光束［２１］。然而也有些激

光光束是通过复杂的参量多项式来描述其复振幅

的，例如拉盖尔高斯模式［２２］、非傍轴拉盖尔高斯模
式［２３］、复宗量拉盖尔高斯光束［２４］以及厄米高斯光
束［２５］等。除此之外，理论上利用求解傍轴近似条件
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　 激　　光　　技　　术 ２０１４年９月

下矢量波动方程得到矢量光束［２６２８］，同时在实验上

也有诸多生成矢量光束的成功研究成果［２９３２］，

ＫＯＴＩＹＡＲ等人求解了傍轴近似情况下的标量赫姆
霍兹方程，从而得到一系列非常见的合流超几何的

激光光束［３３３５］。

本文中探讨了非傍轴近似情况下矢量波动方程

的抛物线坐标转化的一种特殊解，以此来描述了一

种新的轴对称情况下沿角向偏振的光束的电场解析

表达式，并对其光强分布进行了相应的数值计算，结

果对于研究不用矢量光束的传输和聚焦特性及应用

有一定的参考价值。

１　理论模型

傍轴条件下标量赫姆霍兹方程的解可以用来描

述线偏振光场或者矢量光场的某一个分量的电场。

在柱坐标系下，沿 ｚ轴传输的光束的电场解析表达
式可以写成：

Ｅ＝ｌ（ｒ，φ，ｚ）ｅｘｐ［ｉ（ｋｚ－ωｔ）］ （１）

式中，ｉ是虚数单位，ｋ＝２π
λ
表示波数，ω为角频率，ｔ

为时间，ｌ（ｒ，φ，ｚ）是傍轴条件下标量赫姆霍兹方程
的一个解。傍轴条件下的标量赫姆霍兹方程为：

（２＋ｋ２）Ｅ＝０ （２）

式中，为拉普拉斯算符，傍轴近似
２ｌ
ｚ２
ｌｚ

，可将

２ｌ
ｚ２
忽略，将（１）式代入（２）式中，得到：

１
ｒ

ｒｒ

ｌ
( )ｒ＋

１
ｒ２
２ｌ
φ２
＋２ｉｋｌ

ｚ
＝０ （３）

　　基模高斯光束与方位角φ无关，可以用下式表
示：

ｌ（ｒ，ｚ）＝
ｗ０
ｗ（ｚ）ｅｘｐ［－ｉΦ（ｚ）］×

ｅｘｐ－
ｒ２／ｗ０

２

１＋ｉ( )ｚ／Ｒ
（４）

式中，ｗ０是高斯光束的基模腰斑半径，Ｒ＝
πｗ０

２

λ
为瑞

利距离，ｗ（ｚ）＝ｗ０ １＋
ｚ( )Ｒ[ ]

２ １／２

表示的是振幅在

ｅ－１处的基模光斑尺寸，Φ（ｚ）＝ａｒｃｔａｎ ｚ( )Ｒ 为古依
（Ｇｏｕｙ）相移，描述了高斯光束在空间行进距离 ｚ时
相对几何相移的附加相位超前。

对于矢量光束传输，将电场定义成矢量形式，光

束传输的矢量波动方程［２６］为：

 × ×Ｅ－ｋ２Ｅ＝０ （５）

２　理论推导轴对称情况下沿角向偏振的电场

为了便于建立数学模型和求解，在此不选用任

意方向偏振的光束电场作为研究对象，考虑一种特

殊的情况：即在轴对称情况下沿角向偏振的电

场［２６］：

Ｅ（ｒ，ｚ）＝Ｅ（ｒ，ｚ）ｅｘｐ［ｉ（ｋｚ－ωｔ）］^φ （６）
假设ｅｘｐ（－ｉωｔ）是一个与时间 ｔ有关的项以及

波数ｋ＝２π／λ，将（６）式代入（５）式，在非傍轴条件
下，不忽略２Ｅ／ｚ２项，得到：

１
ｒ

ｒｒ

Ｅ
( )ｒ＋

２Ｅ
ｚ２
－Ｅ
ｒ２
＋２ｉｋＥ

ｚ
＝０ （７）

　　这与参考文献［２５］中的（５）式的第２项明显不
同。将（７）式中的变量ｒ，ｚ转换成抛物线坐标系，如
下：

ｕ＝ ｒ２＋ｚ槡
２＋ｚ

ｖ＝ ｒ２＋ｚ槡
２－{ ｚ

（８）

（７）式改写为：

ｕ
２Ｅ
ｕ２
＋（１＋ｉｕｋ）Ｅ

ｕ
＋ｖ

２Ｅ
ｖ２
＋

（１－ｉｋｖ）Ｅ
ｖ
＝Ｅ（ｕ＋ｖ）４ｕｖ （９）

　　将（９）式进行分离变量，假设：
Ｅ（ｕ，ｖ）＝Ｐ（ｕ）Ｑ（ｖ） （１０）

　　于是，得到下面的方程：
ｕ
Ｐ
ｄ２Ｐ
ｄｕ２
＋（１＋ｉｕｋ）Ｐ

ｄＰ
ｄｕ－

１
４ｕ＝

－ｖＱ
ｄ２Ｑ
ｄｖ２
－（１－ｉｋｖ）Ｑ

ｄＱ
ｄｖ＋

１
４ｖ＝Ｃ （１１）

式中，Ｃ是一个与ｕ和ｖ都无关的常量。此时，（１１）
式可以进一步简化为：

ｕｄ
２Ｐ
ｄｕ２
＋（１＋ｉｕｋ）ｄＰｄｕ－

Ｐ
４ｕ－ＣＰ＝０

ｖｄ
２Ｑ
ｄｖ２
＋（１－ｉｋｖ）ｄＱｄｖ－

Ｑ
４ｖ＋ＣＱ＝

{ ０
（１２）

　　在这里设变量 ξ＝－ｉｋｕ，η＝ｉｋｖ，Ｃ＝－ｉｋＤ（Ｄ
为常量），代入（１２）式中得：

ξｄ
２Ｐ
ｄξ２
＋（１－ξ）ｄＰｄξ

－Ｐ４ξ
－ＤＰ＝０

ηｄ
２Ｑ
ｄη２
＋（１－η）ｄＱｄη

－Ｑ４η
－ＤＱ{ ＝０

（１３）

　　所以（１３）式的解如下：

４０７
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第３８卷　第５期 彭　继　抛物线坐标系非傍轴矢量光束的解及聚焦特性 　

Ｐ（ｕ）＝ －ｉ槡 ｋｕ１Ｆ１
１
２＋Ｄ，２，－ｉ( )ｋｕ＋

Ｇ　
　
｛｝，｛１－Ｄ{ }｝，｛－１２，１２{ }｝，｛｝，ｉ( )ｋｕ，
Ｑ（ｖ）＝ ｉ槡ｋｖ１Ｆ１

１
２＋Ｄ，２，ｉ( )ｋｖ＋

Ｇ　
　
｛｝，｛１－Ｄ{ }｝，｛－１２，１２{ }｝，｛｝，－ｉ( )ｋｖ

（１４）
式中，Ｇ（｛｛ａ１，…，ａｎ｝，｛ａｎ＋１，…，ａｐ｝｝，｛｛ｂ１，…，
ｂｍ｝，｛ｂｍ＋１，…，ｂｑ｝｝，ｚ）是梅杰函数，１Ｆ１（ａ，ｂ，ｚ）为

合流超几何函数。当且仅当 Ｄ满足 Ｄ＝（２ｎ＋１）２
（其中ｎ＝０，１，２，３…）时，梅杰函数和合流超几何函
数同时有解。这里，选取 ｎ＝０这一特殊的解，通过
贝塞尔函数与合流超几何函数之间的变化关系［３６］

以及解梅杰函数，得到：

１Ｆ１ ｖ＋
１
２，２ｖ＋１，２ｉ( )ｚ＝

Γ（１＋ｖ）ｅｘｐ（ｉｚ） ｚ( )２
－ｖ
Ｊｖ（ｚ） （１５）

Ｇ ｛｝，｛
１
２{ }｝，｛－１２，１２{ }｝，｛｝，( )ｚ＝ｅ

－ｚ

槡ｚ
（１６）

式中，Γ（·）表示的是伽玛函数，Ｊｖ（·）表示 ｖ阶的
第１类贝塞尔函数。因此，最初的矢量波动方程
（５）式的解为：

Ｅ（ｒ，ｚ）＝Ａ０ πｅｘｐ（－ｉｋｚ）Ｊ１／２
ｋｕ( )２ Ｊ１／２ ｋｖ( )２[ ＋

π
槡ｋｖ

ｅｘｐｉｋｖ－２ｚ( )２
Ｊ１／２
ｋｕ( )２ ＋

π
槡ｋｕ

ｅｘｐ－ｉｋｕ＋２ｚ( )２
Ｊ１／２

ｋｖ( )２ ＋
ｅｘｐ（－２ｉｋｚ）

槡
]

ｋ ｕｖ
×

ｅｘｐ［ｉ（ｋｚ－ωｔ）］^φ （１７）
式中，Ａ０是与光束功率有关的常数。注意到（１７）式
中有光束的传输因子 ｅｘｐ（ｉｋｚ），它描述了光束的传
输方向。将半整数阶的贝塞尔函数化简为初等函

数，则复振幅可以表示为：

珘Ｅ＝
２Ａ０
ｋｒ２ｅｘｐ（ｉｋｚ）ｓｉｎ

ｋ
２（ ｒ２＋ｚ槡

２＋ｚ[ ]）{ ×

ｓｉｎ ｋ
２（ ｒ２＋ｚ槡

２－ｚ[ ]）＋
ｅｘｐｉｋ ｒ２＋ｚ槡

２－３ｚ( )２
ｓｉｎ ｋ

２ ｒ２＋ｚ槡
２( )[ ]＋ｚ ＋

ｅｘｐ－ｉｋ ｒ２＋ｚ槡
２＋３ｚ( )２

ｓｉｎ ｋ
２（ ｒ２＋ｚ槡

２－ｚ[ ]）＋

ｅｘｐ（－２ｉｋｚ）}２
ｅｘｐ（ｉｋｚ） （１８）

　　解析表达式（１８）式中含有１／ｒ项存在，故光束
存在一个奇点，即在近轴处的光强可以表现为无限

大。同时，随着 ｒ值的增大，其强度也会急剧地衰
减。

根据光束的传输理论，当光束传输距离 ｚ＝ｆ
时，光束传输到焦平面处。故在（１８）式中作变量代
换令ｚ→ｆ－ｚ（ｆ是焦距），得：

珘Ｅ＝
２Ａ０
ｋｒ
ｅｘｐ［－２ｉｋ（ｆ－ｚ）］

２{ ＋

ｅｘｐ－ｉｋ ｒ２＋（ｆ－ｚ）槡
２＋３（ｆ－ｚ）[ ]２

×

ｓｉｎ ｋ
２（ ｒ２＋（ｆ－ｚ）槡

２－ｆ＋ｚ[ ]）＋
ｅｘｐｉｋ ｒ２＋（ｆ－ｚ）槡

２－３（ｆ－ｚ）[ ]２
×

ｓｉｎ ｋ
２（ ｒ２＋（ｆ－ｚ）槡

２＋ｆ－ｚ[ ]）＋
２ｅｘｐ［－ｉｋ（ｆ－ｚ）］ｓｉｎ ｋ

２（ ｒ２＋（ｆ－ｚ）槡
２＋ｆ－ｚ[ ]）×

ｓｉｎ ｋ
２（ ｒ２＋（ｆ－ｚ）槡

２[ －

　
　
ｆ＋ｚ] }） ｅｘｐ［ｉｋ（ｆ－ｚ）］ （１９）

　　在源平面ｚ＝０处复振幅可以表示为：

珘Ｅ＝
２Ａ０
ｋｒ２ｅｘｐ（－ｉｋｆ）ｓｉｎ

ｋ
２（ ｒ２＋ｆ槡

２＋ｆ[ ]{ ）×

ｓｉｎ ｋ
２（ ｒ２＋ｆ槡

２－ｆ[ ]）＋
ｅｘｐｉｋ ｒ２＋ｆ槡

２－３ｆ( )２
ｓｉｎ ｋ

２（ ｒ２＋ｆ槡
２＋ｆ[ ]）＋

ｅｘｐ－ｉｋ ｒ２＋ｆ槡
２＋３ｆ( )２

ｓｉｎ ｋ
２（ ｒ２＋ｆ槡

２－ｆ[ ]）＋
ｅｘｐ（－２ｉｋｆ）}２

ｅｘｐ［ｉｋ（ｆ－ｚ）］ （２０）

　　在轴线ｒ＝０上不能实现聚焦。因为当ｚ＞ｆ时，
近轴（ｒｆ－ｚ）点的复振幅可以近似地表示为：

珘Ｅ≈
２Ａ０
ｋｒ２ｅｘｐ［ｉｋ（ｚ－ｆ）］ｓｉｎ

ｋｒ２
２（ｚ－ｆ[ ]）{ ×

ｓｉｎ［ｋ（ｚ－ｆ）］＋ｅｘｐ［２ｉｋ（ｚ－ｆ）］ｓｉｎ ｋｒ２
２（ｚ－ｆ[ ]）＋

ｅｘｐ［ｉｋ（ｚ－ｆ）］ｓｉｎ［ｋ（ｚ－ｆ）］＋
ｅｘｐ［２ｉｋ（ｚ－ｆ）］}２

ｅｘｐ［ｉｋ（ｆ－ｚ）］ （２１）

５０７
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　 激　　光　　技　　术 ２０１４年９月

　　当 ｒ＝０时，无论 ｚ取何值，（２１）式所描述的光
束强度都是无限大的；然而对于其它非零ｒ值，随着
ｚ的增大光强在减弱。因此，在焦点 ｚ＝ｆ后沿着光
轴的方向模拟光强是逐渐减小的。

３　数值模拟

根据前面的解析表达式（１７）式和（１９）式，选取
参量进行相应的数值模拟。图１ａ表示在Ｏｒｚ平面
归一化的光束强度分布，图１ｂ和图１ｃ分别表示光
束沿ｚ传输方向和径向 ｒ的强度分布情况。由于
ｒ＝０点处存在光学奇点，所以这里取值考虑ｒ→０即
可，波长λ＝６３２．８ｎｍ，Ａ０＝１００。由图１可以看出，
其光强在ｒ＝０处为无限大，沿 ｚ方向有明显的振荡
　　

衰减，然而沿径向ｒ方向，衰减得更加厉害。
图２ａ、图 ２ｂ、图 ２ｃ分别给出了光束在横截面

ｚ＝２λ，ｚ＝４λ和ｚ＝６λ处的强度分布，图２ｄ、图２ｅ、
图２ｆ中分别给出了光束在横截面 ｚ＝２λ，ｚ＝４λ和
ｚ＝６λ处光强沿径向ｒ的强度分布，其数值计算参
量与图１相同。图２表明，该光束的强度分布为强
弱相间的同心圆环，这类似于第１类零阶贝塞尔光
束［１９２０］的强度分布。并且随着传输距离的增加中

心的亮斑尺寸在增大，而强度却沿径向方向在逐渐

地衰减。

图３ａ中给出了焦平面 ｚ＝ｆ处光强的３维图分
布情况。图３ｂ、图３ｃ、图３ｄ分别表示在横截面 ｚ＝
２λ，ｚ＝４λ和 ｚ＝６λ光强的３维图形分布情况。其
　　

Ｆｉｇ１　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｑｕａｒｅｄｍｏｄｕｌｕｓｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎＥｑ．（１８），ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｒｅ：λ＝６３２．８ｎｍ，Ａ０＝１００
ａ—ｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅＯｒｚｐｌａｎｅ　ｂ—ｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌａｘｉｓａｔｒ→０　ｃ—ｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅ
ｒａｄｉａｌａｘｉｓａｔｚ＝０

Ｆｉｇ２　ａ～ｃ—ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｐｌａｎｅｓ　ｄ～ｆ—ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒａｄｉａｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｓ

６０７
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第３８卷　第５期 彭　继　抛物线坐标系非傍轴矢量光束的解及聚焦特性 　

Ｆｉｇ３　３Ｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｐｌａｎｅｓ
ａ—ｚ＝ｆ　ｂ—ｚ＝２λ　ｃ—ｚ＝４λ　ｄ—ｚ＝６λ

计算参量与图１相同。与图３ｂ、图３ｃ、图３ｄ相比，
图３ａ在焦平面处的光强较大，且中心亮斑的尺寸较
小。在横截面ｚ＝２λ，ｚ＝４λ和 ｚ＝６λ上，ｒ＝０处的
光强是无限大的，而沿着边缘方向却是急剧衰减的

（如图３ｂ、图３ｃ和图３ｄ所示）。

４　小　结

理论推导了非傍轴条件下的矢量波动方程在抛

物线坐标系下准确的解，该解能描述一种特殊的矢

量光束。数值计算的结果表明，该光束在近光轴处

的光强表现为无限大，沿边缘衰减非常明显，整个光

束的强度分布类似于第１类零阶贝塞尔光束，最后
对该光束的聚焦特性进行了相应的数值计算和讨

论。
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