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应用频率积分相位解调测量径向畸变

杨初平，刘建斌，谭穗妍，翁嘉文
（华南农业大学 物理系，广州 ５１０６４２）

摘要：为了测量光学成像系统的径向畸变，采用载频条纹模板，应用瞬时频率积分法提取因径向畸变而产生

的径向调制相位；推导了条纹径向调制相位与瞬时频率的关系式，并导出径向调制相位和径向畸变位移关系；采用

小波频率估计提取畸变条纹径向瞬时频率，并对其进行积分获得畸变条纹的径向调制相位；应用径向调制相位和

立方卷积插值算法对畸变图像进行了校正，得出了详细的理论分析和实验结果。结果表明，上述方法是可行的。

关键词：测量与计量；畸变测量；载频条纹；相位解调；径向畸变
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引　言

畸变普遍存在于光学成像系统中。径向畸变测

量就是获得径向畸变位移函数即畸变像点相对于无

畸变像点的位移，校正畸变图像。通过设定特征点、

提取特征点的畸变位移的标定模板［１７］是目前测量

径向畸变的主要方法。如果把这些特征点的灰度按

正弦函数分布排列，则测量因径向畸变导致的特征

点的位移将转化成测量灰度条纹径向调制相位。本

文中以纵向正弦载频灰度条纹作为模板，把径向位

置畸变转化为径向调制相位，采用小波频率估计提

取畸变条纹径向瞬时频率并进行积分运算得到径向

调制相位。与目前提取条纹调制相位都需要进行相

位解包［８１４］不同，采用瞬时频率积分相位解调方法

提取变形条纹调制相位方法没有产生包裹相位，因

而无需经相位解包过程，便可直接得到调制相位。

然后换算为径向位置畸变，实现对图像的校正。

１　图像畸变模型

畸变图像建立如图１所示的坐标系。径向畸变
相对于图像中心点Ｏ具有旋转对称性，在同一圆周
上的点具有相等的位置畸变。设（ｘ０，ｙ０），（ｘ，ｙ），
（ｘｄ，ｙｄ）分别表示图像中心点、理想像点和对应的畸
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第３８卷　第３期 杨初平　应用频率积分相位解调测量径向畸变 　

Ｆｉｇ１　Ｄｉａｇｒａｍｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｎｇｒａｄｉａｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｏｆｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｓ

变像点的坐标；ｒ（ｘ，ｙ）＝ （ｘ－ｘ０）
２＋（ｙ－ｙ０）槡

２，

ｒｄ（ｘｄ，ｙｄ）＝ （ｘｄ－ｘ０）
２＋（ｙｄ－ｙ０）槡

２分别表示理想

像点和畸变像点与中心点的距离，则畸变像点与无

畸变像点的坐标关系可表示为［５］：

ｘｄ ＝ｘ０＋
（ｘ－ｘ０）
ｒ ×Ｔ（ｒ）

ｙｄ ＝ｙ０＋
（ｙ－ｙ０）
ｒ ×Ｔ（ｒ{ ）

（１）

式中，径向畸变位移函数Ｔ（ｒ）是描述畸变像点相对
于无畸变像点的位移，表示为：

Ｔ（ｒ）＝ｒ－ｒｄ ＝Δｒ （２）
　　通过实验得到 Δｒ，代入（１）式并结合灰度插值
得到校正图像。

２　径向畸变相位

２．１　径向调制相位与径向瞬时频率
以条形正弦灰度模板进行成像，采集的畸变条

纹和无畸变条纹的关系如图１所示，其中径向 ＯＡＢ
经过图像中心 Ｏ点。采集的无畸变条纹像的灰度
可表示如下：

Ｉ１（ｘ）＝Ａ１（ｘ）＋Ｂ１（ｘ）ｃｏｓ（２πｆ０ｘ＋） （３）
式中，Ａ１（ｘ）是背景灰度，Ｂ１（ｘ）是正弦灰度的幅值，
相位分布是（２πｆ０ｘ＋），ｆ０是频率，是初始相位。

一方面，由于畸变，采集的条形模板灰度不再是

正弦分布，可表示为：

Ｉ２（ｘ）＝Ａ２（ｘ）＋Ｂ２（ｘ）ｃｏｓ［２πｆ０ｘ＋
φ（ｘ）＋］ （４）

式中，相位分布是［２πｆ０ｘ＋φ（ｘ）＋］，不再是周期
性分布，而是出现沿着径向发生变化的调制相位函

数φ（ｘ）。畸变条纹像与无畸变条纹像比较，因径向
畸变产生的相位差即径向调制相位函数为：

Δφ（ｘ）＝［２πｆ０ｘ＋φ（ｘ）＋］－
（２πｆ０ｘ＋）＝φ（ｘ） （５）

　　另一方面，径向畸变表现为畸变像点相对于无
畸变像点的位置移动，如图１所示，径向畸变使 Ｂ
点移到 Ａ点，产生的径向畸变位移函数表示为
Δｒ（ｘ）。则径向畸变相位函数与径向畸变位移函数

的关系为：

φ（ｘ）＝Δφ（ｘ）＝２πｆ０ＡＢ＝２πｆ０Δｒ（ｘ）（６）
　　因此，只要得到径向调制相位就可以计算径向
畸变位移分布。

畸变条形模板灰度分布不再是固定的频率 ｆ０，
而是随着径向发生变化。畸变条形径向瞬时频率定

义为：

ｆ（ｘ）＝ １２π
ｄ［２πｆ０ｘ＋φ（ｘ）＋］

ｄｘ ＝

ｆ０＋
１
２π
ｄφ（ｘ）
ｄｘ （７）

　　把ｆ０移到等号左边，两边积分得：φ（ｘ）－φ（０）＝

∫
ｘ

０ｄφ（ｘ）＝２π∫
ｘ

０［ｆ（ｘ）－ｆ０］ｄｘ，在畸变像的中心点，
畸变为０，则瞬时频率ｆ（０）＝ｆ０，而且 φ（０）＝０。因
此径向调制相位函数为：

φ（ｘ）＝２π∫
ｘ

０
［ｆ（ｘ）－ｆ０］ｄｘ （８）

　　因此，若得到瞬时频率分布 ｆ（ｘ），则可以计算
径向各个畸变点的径向调制相位。在以往的条纹调

制相位解调过程中，由于采用反正切函数计算条纹

每个点的调制相位，大于２π的调制相位将被折断
到（－π，π）范围内，为了获得真实调制相位，需要
对解调相位进行解包处理。采用瞬时频率积分不会

出现相位折断，因而无需相位解包过程就能够直接

计算真实的调制相位。

２．２　频率估计
条纹上各点瞬时频率的计算可以采用连续小波

变换进行估计。对１维函数 ｆ（ｘ），其连续小波变换
系数Ｗｆ（ａ，ｂ）定义为

［１１１３］：

Ｗｆ（ａ，ｂ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ）ψａ，ｂ（ｘ）ｄｘ

ψａ，ｂ（ｘ）＝
１
ａψ

ｘ－ｂ( ){
ａ

（９）

　　母函数ψ（ｘ）采用Ｇａｂｏｒ小波函数［１２］：

ψ（ｘ）＝ １４
槡π

２π
槡γ

ｅｘｐ－（２π／γ）
２ｘ２

２ ＋ｊ２π[ ]ｘ

γ＝π ２
槡

{
ｌｎ２

（１０）
式中，ψａ，ｂ（ｘ）为母函数经过尺度因子 ａ伸缩和平移
因子ｂ平移后得到的小波序列，ψａ，ｂ（ｘ）是 ψａ，ｂ（ｘ）
的共轭函数。对实信号ｆ（ｘ）的各个ｂ点采用不同ａ
值进行连续小波变换，得到一系列的小波系数

３０４
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　 激　　光　　技　　术 ２０１４年５月

Ｗｆ（ａ，ｂ）。小波系数的幅值Ａ（ａ，ｂ）和相位 φ（ａ，ｂ）
可以通过 Ｗｆ（ａ，ｂ）的实部 Ｒｅ［Ｗｆ（ａ，ｂ）］和虚部
Ｉｍ［Ｗｆ（ａ，ｂ）］分别表示为

［１２］：

Ａ（ａ，ｂ）＝ ｛Ｒｅ［Ｗｆ（ａ，ｂ）］｝
２＋｛Ｉｍ［Ｗｆ（ａ，ｂ）］｝槡

２

（１１）

φ（ａ，ｂ）＝ａｒｃｔａｎＩｍ［Ｗｆ（ａ，ｂ）］
Ｒｅ［Ｗｆ（ａ，ｂ

{ }）］ （１２）

　　对信号各个位置 ｂ，通过检测不同 ａ值的小波
变换系数幅值Ａ（ａ，ｂ），其中最大值所对应的尺度因
子ａ就是最佳尺度，记为 ａ（ｂ），信号在 ｂ点的瞬时
频率可以估计为 ｆ（ｂ）＝１／ａ（ｂ）。把变形条纹
Ｉ２（ｘ，ｙ）过中心点 Ｏ沿 ＯＡＢ方向的灰度分布作为
ｆ（ｘ），按照上述过程可以提取畸变条纹径向 ＯＡＢ的
瞬时频率分布ｆ（ｘ）＝１／ａ（ｘ），经过瞬时频率积分得
到径向调制相位函数。

３　实验结果

调整摄像机光轴垂直参考平面，然后采集图像。

图 ２是成像系统采集的变形条纹（６４０ｐｉｘｅｌ×
４８０ｐｉｘｅｌ），中心点 Ｏ即零畸变点位于（３２０，２４０）。
图３是ＯＡＢ方向的瞬时频率分布，以Ｏ为中心呈左
右对称。图４是对 Ｏ点右侧瞬时频率积分得到径
向调制相位的原始曲线和多项式拟合曲线。按照

　　

Ｆｉｇ２　Ｄｉｓｔｏｒｔｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ

Ｆｉｇ３　ＬｏｃａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｌｏｎｇＯＡＢ

Ｆｉｇ４　ＭｏｄｕｌａｔｅｄｐｈａｓｅａｌｏｎｇＯＡＢ

Ｆｉｇ５　Ｄｉｓｔｏｒｔｅｄｉｍａｇｅ

Ｆｉｇ６　Ｃａｌｉｂｒａｔｅｄｉｍａｇｅ

（４）式把图４中的径向调制相位转化为径向畸变位
移，采用立方卷积插值法［１５］对畸变图像（见图５）进
行校正，校正图像如图６所示。

４　小　结

为了测量成像系统的径向畸变，以正弦灰度条

纹模板作为成像对象，把径向位置畸变转化为变形

条纹径向调制相位；该方法只需要采集１幅畸变条
纹图像，该变形条纹不仅含有径向畸变信息，而且在

畸变条纹中心点含有无畸变条纹像信息，采用小波

频率估计提取径向频率并进行瞬时频率积分计算径

向调制相位，实现畸变校正。
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