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第３８卷　第３期
２０１４年５月

激　　光　　技　　术
ＬＡＳＥＲＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ

Ｖｏｌ．３８，Ｎｏ．３
Ｍａｙ，２０１４

　　文章编号：１００１３８０６（２０１４）０３０３０７０４

基于加权总体最小二乘法的点云平面拟合

苍桂华１，２，岳建平２

（１．南京工业大学 测绘学院，南京 ２１０００９；２．河海大学 地球科学与工程学院，南京 ２１００９８）

摘要：为了提高点云数据平面拟合精度，提出强度加权总体最小二乘法。该方法是在传统加权总体最小二乘

法基础上，利用点云数据中各点强度信息确定其平面拟合权重，通过均质性不同的３种平面样本数据对该方法的
适用性进行了研究。结果表明，与最小二乘法和总体最小二乘方法相比，该方法对于均质性较好的点云数据有效，

可以得到更高精度的参量解；而对于均质性较差的点云数据，该方法效果不理想，总体最小二乘法是最有效方法。

关键词：激光技术；点云数据；平面拟合；加权总体最小二乘；强度
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引　言

点云数据平面拟合是地面３维激光扫描技术应
用中常见问题，如建筑物点云数据的特征线提取

等［１］。最小二乘（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＬＳ）法是常用的平面
拟合方法。设利用点云数据建立的平面方程的矩阵

形式为Ｙ＝ＡＸ，最小二乘法是假设误差 ｅ只存在于
观测向量 Ｙ中，建立经典的高斯马尔科夫（Ｇａｕｓｓｉ
ａｎＭａｒｋｏｖ，ＧＭ）模型对误差方程式进行求解，获得
平面参量估值。然而由于模型误差、人为误差、仪器

误差等因素影响点云数据在观测数据 ｘ，ｙ和 ｚ这３

个方向上均存在误差，使得包含观测数据的系数矩

阵Ａ也含有误差。因此，利用最小二乘法进行平面
数据拟合的结果并不是最优，而是有偏的［２］。针对

这种观测向量和系数矩阵均包含误差的模型，即所

谓的变量中的误差（ｅｒｒｏｒｉｎｖａｒｉａｂｌｅｓ，ＥＩＶ）模型，
ＧＯＬＵＢ等人提出了总体最小二乘 （ｔｏｔａｌｌｅａｓｔ
ｓｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）估计方法［３］，但总体最小二乘估计仅

在设计矩阵和残差元素均服从独立等精度分布时才

是最优估计［４］。实际点云数据中各点坐标精度是

不等的，因此简单的总体最小二乘方法并非最优估

计［５］。为了解决矩阵和残差的不等精度估计问题，

ＭＡＲＫＯＶＳＫＹ等人提出了加权总体最小二乘
（ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＷＴＬＳ）方 法［６］。

ＳＣＨＡＦＦＲＩＮ等人则进一步扩展了ＷＴＬＳ方法，详细
介绍了相关权阵的设计方法以及算法的步骤［７］。

本文中在ＳＣＨＡＦＦＲＩＮ等人提出的 ＷＴＬＳ方法基础
上，根据点云数据中各点反射强度值与其点位精度
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　 激　　光　　技　　术 ２０１４年５月

关系，确定各点的平面拟合权值，得到强度加权总体

最小二乘 （ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｗｅｉｇｈｔｅｄｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，
ＩＷＴＬＳ）的平面拟合方法，并通过均质性不同的３种
样本点云数据，对该方法的适用性进行研究。

１　ＩＷＴＬＳ方法及其函数模型

１．１　ＥＩＶ模型
设点云数据所建立３维空间平面方程式形式

为：

ｚ＝ａｘ＋ｂｙ＋ｃ （１）
式中，ａ，ｂ和ｃ为待求的平面拟合参量。

将（１）式写成矩阵形式为：
Ｙ＝ＡＸ （２）

式中，

Ｙｎ×１＝

ｚ１
ｚ２


ｚ













ｎ

，Ａｎ×３＝

ｘ１ ｙ１ １

ｘ２ ｙ２ １

  

ｘｎ ｙｎ













１

，Ｘ３×１＝
ａ
ｂ









ｃ

（３）
如果同时考虑观测向量 Ｙ和系数矩阵 Ａ中的

误差，则建立ＥＩＶ函数模型［７］：

Ｙ－ｅＹ＝（Ａ－ＥＡ）Ｘ

ｅＹ
ｅ[ ]
Ａ

＝
ｅＹ

ｖｅｃ（ＥＡ[ ]） ～ [ ]００，σ０２
ＱＹ ０

０ Ｑ[ ]( ){
Ａ

（４）

式中，ｅＹ表示观测向量 Ｙ中的随机误差向量；ＥＡ表
示系数矩阵 Ａ的随机误差矩阵；ｖｅｃ为矩阵列向量
化算子；ｅＡ＝ｖｅｃ（ＥＡ）∈Ｒ

３ｎ×１表示矩阵ＥＡ按列向量
化后得到的向量；σ０

２为未知的单位权方差；ＱＹ＝
Ｐ－１
Ｙ ，ＱＡ＝Ｐ

－１
Ａ ，分别表示Ｙ和ｅＡ的协因素矩阵。

根据系数矩阵特点引入权阵 Ｐ０，ＰＸ和 ＰＹ。Ｐ０
是３×３矩阵，代表系数矩阵Ａ的列向量权阵；ＰＸ是
ｎ×ｎ矩阵，代表系数矩阵 Ａ的行向量权阵；ＰＹ是
ｎ×ｎ矩阵，代表向量 Ｙ的权阵。Ｐ０，ＰＸ，ＰＹ相对应
的协因素矩阵为Ｑ０，ＱＸ，ＱＹ，即：

Ｑ０ ＝Ｐ
－１
０ ，ＱＸ ＝ＰＸ

－１，ＱＹ ＝ＰＹ
－１ （５）

　　由Ｑ０，ＱＸ可以得到ＱＡ，ＰＡ：
ＱＡ ＝Ｐ

－１
Ａ ＝Ｑ０ＱＸ ＝Ｐ

－１
０ Ｐ

－１
Ｘ （６）

式中，表示“ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积”。
ＩＷＴＬＳ估算准则为：

ｅＹ
ＴＰＹｅＹ＋ｅＡ

ＴＰＡｅＡ ＝ｍｉｎ （７）
１．２　ＩＷＴＬＳ权阵的设置

激光反射强度值与入射角关系为 Ｉｉ＝Ｉ０ｃｏｓαｉ

（ｉ＝１，２，…，ｎ），Ｉｉ代表入射角为 αｉ时点的强度值，
Ｉ０为垂直入射时（αｉ＝０）点的反射强度值。入射角
越小，点位精度越高，点的反射强度值越大［８１０］。因

此强度值越大，参与拟合的权重应越大。本次实验

数据为．ＰＴＳ格式，以１２ｂｉｔ记录强度值，其强度值范
围为［－２０４７，２０４８］。设记录的原始强度值为 Ｉｉ′，
按照下式将其值变为［０，１］之间，构成各点的拟合
权值：

Ｐｉ＝Ｉｉ＝０．０００２４４１４×Ｉｉ′＋０．４９９８７７ （８）
　　设点云在ｘ，ｙ和ｚ３个方向等精度获取，对于平
面的系数阵列向量和观测向量中，有 σｘ＝σｙ＝σｚ。
结合系数矩阵Ａ的特点，设置相应权阵。

Ｐ０，３×３＝
１ ０ ０
０ １ ０









０ ０ ０

ＰＸ，ｎ×ｎ＝ＰＹ，ｎ×ｎ＝ｄｉａｇ［Ｉｉ










］

（９）

式中，Ｐ０的第３个对角元素为０，表示系数矩阵Ａ中
的第３列不需要改正，其余对角线元素为１，表示系
数矩阵Ａ中的第１列和第２列的数据列中的元素是
等精度获取的；ＰＸ，ＰＹ与强度值有关。
１．３　平面参量求解及精度评定［７，９１０］

目前解决ＷＴＬＳ问题主要采用基于拉格朗日乘
数法的迭代解算方法［７］，计算步骤如下。

（１）根据（８）式计算出各点强度值，并根据（９）
式设置相关矩阵Ｐ０，ＰＸ，ＰＹ。

（２）利用最小二乘法计算Ｘ的初始值Ｘ^０。

Ｘ^０ ＝（Ａ
ＴＰＹＡ）

－１（ＡΤＰＹＹ） （１０）

　　（３）计算Ｘ^１。

Ｘ^１ ＝［ＡΤ（ＱＹ＋Ｘ^０ΤＱ０Ｘ^０ＱＸ）
－１Ａ］－１·

（ＡΤ［ＱＹ＋Ｘ^０ΤＱ０Ｘ^０ＱＸ）
－１Ｙ］ （１１）

　　（４）计算拉格朗日乘系数向量λ^ｌ和辅助变量

ｖ^０。

λ^ｉ＝［ＱＹ＋（Ｘｉ
ＴＱ０Ｘ^ｉ）·ＱＸ］

－１·

　　（Ｙ－ＡＸ^ｉ）

ｖ^ｉ＝λ^ｉ
ＴＱＸ λ^

{
ｉ

（１２）

（５）计算Ｘ^ｉ＋１。

Ｘ^ｉ＋１ ＝［ＡΤ（ＱＹ＋Ｘ^ｉΤＱ０Ｘ^ｉＱＸ）
－１Ａ－

ｖ^ｉＱ０］
－１［ＡΤ（ＱＹ＋Ｘ^ｉΤＱ０Ｘ^ｉＱＸ）

－１Ｙ］ （１３）

８０３
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第３８卷　第３期 苍桂华　基于加权总体最小二乘法的点云平面拟合 　

　　（６）重复步骤（４）和步骤（５），直至‖Ｘ^ｉ＋１－

Ｘ^ｉ‖＜ε（ε为预设的小值）为止。

（７）计算单位权方差估计σ^０
２。

σ^０
２ ＝
λｉ
Ｔ（Ｙ－ＡＸ^）
ｎ－３ （１４）

２　算例及分析

为了验证ＩＷＴＬＳ方法的适用性，采用了均质性
不同的３种平面样本进行实验。实验中的平面样本
分别为标准反射板（反射率为９０％）、普通木板及一
般的水泥建材模板。３种平面样本中，标准反射板
均质性最好；普通木板次之；建材水泥模板均质性最

差。利用徕卡 ＳｃａｎＳｔａｔｉｏｎ２Ｃ１０分别对样本进行扫
描，获取点云数据（如图１所示）。

根据点云数据特点确定平面方程式形式［１１］。

分别利用 ＬＳ法、ＴＬＳ法和 ＩＷＴＬＳ法对各个样本点

云数据进行平面拟合，获得平面拟合参量ａ^，ｂ^，ｃ^以

及单位权中误差σ^０。设拟合平面上点的个数为 ｎ，
计算出各点ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）到拟合面的距离 ｄｉ，获
得点到拟合面的最大距离ｄｉ，ｍａｘ，根据下式计算出平

面拟合精度σ^ｐ：

σ^ｐ ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｄｉ
２

槡ｎ （１５）

　　将单位权中误差、点到拟合面的最大距离以及
　　

平面拟合精度作为估算方法优劣的评判指标。标准

反射板、普通木板、水泥模板３种样本数据采用不同
平面拟合方法得到的相关结果如表１所示。

Ｆｉｇ１　Ｐｌａｎｅｆｉｔｔｉｎｇｏｆｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｓｉｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ
ａ—ｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｓｏｆｓａｍｐｌｅ１　ｂ—ｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｓｏｆｓａｍｐｌｅ２　ｃ—ｐｏｉｎｔ
ｃｌｏｕｄｓｏｆｓａｍｐｌｅ３

Ｔａｂｌｅ１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｌａｎｅｆｉｔｔｉｎｇｓａｍｐｌｅｓ

ｓａｍｐｌｅｓ ｍｅｔｈｏｄｓ ａ^ ｂ^ ｃ^ σ^０／ｍ σ^ｐ／ｍｍ ｄｉ，ｍａｘ／ｍｍ

ｔａｒｇｅｔ
（ｓａｍｐｌｅ１）

ＬＳ ７．０８９８ －８．８８９３ ６８２．０６４４ ０．０３４５２４ ３．０ ７．４

ＴＬＳ ２９．６８６１ －３７．１４８５ ２８５２．４５５０ ０．０００２５０ ２．０ ４．９

ＩＷＴＬＳ ２９．８１９８ －３７．２７２２ ２８６３．２８５１ ０．０００２１７ １．４ ３．８

ｗｏｏｄ
（ｓａｍｐｌｅ２）

ＬＳ ６．０７４８ －７．７４５１ ５９０．３５４６ ０．０４２４６２ ４．０ ８．３

ＴＬＳ ５６．９６１６ －７１．９１４１ ５５０２．４５７４ ０．０００２７５ ２．５ ５．８

ＩＷＴＬＳ ４４．９５０３ －５６．７７２７ ４３４３．２４２９ ０．０００２０５ １．５ ５．１

ｃｏｎｃｒｅｔｅ
（ｓａｍｐｌｅ３）

ＬＳ ５．６９１３ －７．１４０５ ５４７．７２２９ ０．０３７６４７ ４．２ ８．５

ＴＬＳ ３９．７４８７ －４９．５４５４ ３８１０．１１７１ ０．０００３０４ １．８ ５．８

ＩＷＴＬＳ ２９．０５６６ －３６．２５３５ ２７８６．８６８５ ０．０００３２３ ３．２ ６．５

　　从表１可以看出：对于均质性较好的标准反射
率板和普通木板，利用ＩＷＴＬＳ方法获得的３个精度
判定指标（σ^０，σ^ｐ，ｄｉ，ｍａｘ）值均要比ＬＳ方法和ＴＬＳ方
法的相应结果小得多。以普通木头为例，利用

ＩＷＴＬＳ方法得到的单位权中误差比 ＬＳ方法和 ＴＬＳ
方法分别提高了９９％和２５％，平面拟合精度比 ＬＳ
方法和ＴＬＳ方法分别提高了６３％和４０％，点到拟合
面的最大距离也由ＬＳ方法和ＴＬＳ方法的８．３ｍｍ和

９０３
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　 激　　光　　技　　术 ２０１４年５月

５．８ｍｍ降为５．１ｍｍ。然而对于一般的建材水泥模

板，由于均质性较差，ＩＷＴＬＳ方法计算出的σ^０，σ^ｐ和
ｄｉ，ｍａｘ３个精度评判指标分别为０．０００３２３ｍ，３．２ｍｍ
和６．５ｍｍ，虽好于 ＬＳ方法的相应结果０．０３７６４７ｍ，
４．２ｍｍ和 ８．５ｍｍ，却比 ＴＬＳ方法的相关结果
０．０００３０４ｍ，１．８ｍｍ和５．８ｍｍ差。这是由于此时各
点强度值的差异更多由于材质不同造成，其强度值

已经不能代表其点位精度，因此，利用 ＩＷＴＬＳ方法
获得的相关结果差于总体最小二乘方法。

３　小　结

点云数据平面拟合中ＷＴＬＳ法虽然从理论上较
ＬＳ法和ＴＬＳ法合理，但在拟合时应注意各点拟合权
值的设置。确定的各点拟合权值应与其点位精度一

致，即点位精度高，拟合权值应越大。如果拟合权重

与其实际点位精度情况不一致，会直接影响 ＷＴＬＳ
的效果。本文中的强度加权总体最小二乘法对于均

质性较好的点云平面效果明显，拟合精度较高，而对

于均质性较差的点云平面效果不佳，此时应采用

ＴＬＳ方法进行平面拟合。
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