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２０１４年１月

激　　光　　技　　术
ＬＡＳＥＲＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ

Ｖｏｌ．３８，Ｎｏ．１
Ｊａｎｕａｒｙ，２０１４

　　文章编号：１００１３８０６（２０１４）０１００８７０４

基于角谱理论的频移插值法衍射计算

缪正祥，李重光，张中恒
（昆明理工大学 理学院，昆明 ６５０５００）

摘要：在衍射分布的离散计算中，当衍射距离增大时，满足抽样定理的抽样点数会随之增加，为了解决补零算

法带来的计算量大、计算机内存溢出等问题，提出了一种频移插值法，在不改变抽样点数的情况下，获得更为丰富

的频谱成分，计算每次插值后的光场分布，然后进行线性叠加，从而得到完整的衍射分布。结果表明，该算法可以

避开衍射距离增大必须增加抽样点数这一离散计算限制条件，和传统补零算法相比，计算量极大地减小，并降低了

对计算机内存的要求。

关键词：衍射；光栅；角谱；频移；插值
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引　言

衍射问题是光学中遇到的最困难的问题之一，

在衍射理论中很少存在某种意义上可以认为是严格

的解［１２］。根据角谱理论，光在自由空间中由衍射屏

到观察屏的传播过程，在频域中等效为一个理想低

通滤波器［３］，在有限的观察面上，只能接收部分频

率的衍射光波，离散计算时，需要选择合适的离散点

数对空间频率离散化，当衍射距离增大时，为获得更

为丰富的频谱成分，必须增加抽样点数以减小抽样

频率间隔，但这样计算量会成倍增加［４］。

本文中提出一种频移插值方法，对物光波的频

谱进行多次频移计算，在不显著增加计算量的前提

下获取更小频率间隔下的频谱。频移过程是一个对

物光波频谱插值的过程，经频移插值后，即缩小了抽

样频率间隔又不需要增加抽样点数，确保衍射计算

中不丢失太多的频谱成分，实现衍射分布的正确计

算。

１　空间频率分析

以平面波为例，讨论１维坐标下，观察面上各点
的空间频率随空间位置的变化关系。如图１所示，
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Ｆｉｇ１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

衍射面和观察面相互平行，衍射面中心和观察面中

心在同一直线上，Ｓ为衍射面宽度，Ｄ为有效观察面
宽度，观察面到衍射面的距离为 ｚ０，θ为平面光波与
ｘ轴的夹角。

观察平面上的光场分布可以看作许多不同方向

传播的单色平面波的线性叠加，每一平面波的振幅

和相位都取决于相应的角谱［５６］，因此，观察面上任

意点沿ｘ方向的空间频率可表示为：

ｆｘ＝
ｃｏｓθ
λ
＝１
λ
·

ｘ２－ｘ１
（ｚ０）

２＋（ｘ２－ｘ１）槡
２
（１）

式中，λ为波长，ｋ＝２πλ
为波数，ｘ１为 ｘ方向上衍射

面上的点距中心点的距离，ｘ２为 ｘ方向上观察面上
的点距中心点的距离，空间频率ｆｘ随位置ｘ２的变化
关系如图２所示。

Ｆｉｇ２　Ｓｐａｔｉａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｈａｎｇｉｎｇｗｉｔｈｓｐａｔｉａｌｐｏｓｉｔｉｏｎ

图２中，波长 λ＝６３２．８ｎｍ，衍射面宽度 Ｓ＝
２ｍｍ，观察面尺寸Ｄ＝１０ｍｍ，“”部分为ｚ＝０．５ｍｍ
时的空间频率随空间位置的变化曲线，“－”部分为
ｚ＝２０ｍｍ时的空间频率随空间位置的变化曲线。衍
射距离较小时，在观察面尺寸范围内，能保留较多的

高频分量。随着衍射距离的增大，高频分量急剧减

少，要完整地描述衍射分布，必须减小抽样频率间

隔，这就意味着抽样点数必须增加。通过频移插值

法不仅可以减小抽样频率间隔，而且能在不增加抽

样点数的情况下保留下更多频谱成分［７］。

２　频移插值算法

离散数值计算时，须对变量ｘ和ｙ离散化处理，
取离散间隔分别为Δｘ，Δｙ。衍射面上沿ｘ，ｙ方向的
抽样点数分别为Ｍ和Ｎ，光波在ｚ＝０处的复振幅分
布ｕ（ｒ，ｔ；０）＝ｕ（ｒΔｘ，ｔΔｙ；０），根据离散傅里叶变换
的定义，物光波的傅里叶频谱为：

Ａ（ｍ，ｎ；０）＝∑
Ｍ
２

ｍ＝－Ｍ２

∑
Ｎ
２

ｎ＝－Ｎ２

ｕ（ｒ，ｔ；０）×

ｅｘｐ［－ｊ２π（ｍΔｆｘｒΔｘ＋ｎΔｆｙｔΔｙ）］ （２）
式中，Δｆｘ，Δｆｙ为 ｘ，ｙ方向的抽样频率间隔；ｍ，ｒ＝

－Ｍ２，－
Ｍ
２＋１，…，

Ｍ
２；ｎ，ｔ＝－

Ｎ
２，－

Ｎ
２＋１，…

Ｎ
２。

根据衍射的角谱计算公式，衍射的角谱传递函数

Ｇ（ｚ０）可表示为：
Ｇ（ｍ，ｎ；ｚ０）＝ｅｘｐ［ｊ２πｚ０×

λ－２－（ｍΔｆｘ）
２－（ｎΔｆｙ）槡

２］ （３）
　　衍射光波的频谱为：

Ａ（ｍ，ｎ；ｚ０）＝Ｇ（ｍ，ｎ；ｚ０）·Ａ（ｍ，ｎ；０） （４）
　　随着衍射距离的增大，在已定尺寸的观察面上，
用同样离散条件所能描述别的高频分量减小，只有

通过补零增加抽样点数才能更好的满足耐奎斯特抽

样定理。补零后将Ｍ扩大Ｐ倍，变为Ｐ×Ｍ，Ｎ扩大
Ｑ倍，变为Ｑ×Ｎ，大于Ｍ，Ｎ的部分用零补充［８］。则

观察面的抽样点数为ＭＰ×ＮＱ，其中ＭＰ＝Ｐ×Ｍ，ＮＱ＝
Ｑ×Ｎ。

Ａ
～
（ｐ，ｑ；０）＝ＦＦＴ

０
～

０
～

０
～

０
～
ｕ（ｒ，ｔ；０） ０

～

０
～

０
～

０











{ }
～

（５）

式中，０
～
代表零矩阵，ＦＦＴ表示快速傅里叶变换（ｆａｓｔ

Ｆｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＦＴ），ｐ和ｑ为补零后的频域坐标

变量；ｐ＝－
ＭＰ
２，－

ＭＰ
２＋１，…，

ＭＰ
２；ｑ＝－

ＮＱ
２，－

ＮＱ
２＋

１，…，
ＮＱ
２。补零后需要对 ＭＰ×ＮＱ大小的矩阵作两

次快速傅里叶变换，才能得到衍射光场。

频移插值法通过将 Ａ（ｍ，ｎ；０）在频率域平移

Ｐ×Ｑ次后，再叠加得到Ａ
～
（ｐ，ｑ；０），相当于对 Ａ（ｍ，

ｎ；０）进行了Ｐ×Ｑ次插值。频率间隔分别为 Δｆｘ＝
１

ＭＰ·Δｘ
和Δｆｙ＝

１
ＮＱ·Δｙ

，设 ｘ和 ｙ方向的平移量分

８８
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第３８卷　第１期 缪正祥　基于角谱理论的频移插值法衍射计算 　

别为αΔｆｘ和βΔｆｘ（其中α＝０，１，…，Ｐ－１；β＝０，１，
…，Ｑ－１），则：

Ａ
～
（ｐ，ｑ；０）＝

∑
Ｐ－１

α＝０
∑
Ｑ－１

β＝０
｛Ａ［（ｍ＋α）Δｆｘ，（ｎ＋β）Δｆｙ；０］｝（６）

式中，∑表示将 Ｍ×Ｎ大小的矩阵 Ａ线性叠加得
到ＭＰ×ＮＱ大小矩阵Ａ

～
。根据傅里叶变换的性质，

在频域的平移相当于在空域乘以一个线性相位因

子［９］：

Ａ［（ｍ＋α）Δｆｘ，（ｎ＋β）Δｆｙ；０］＝
ＦＦＴ｛ｕ（ｒ，ｔ；０）ｅｘｐ［－ｊ２π（ｍΔｘαΔｆｘ，ｎΔｘβΔｆｙ）］｝＝

ＦＦＴｕ（ｒ，ｔ；０）ｅｘｐ－ｊ２π ｍα
ＭＰ
＋ｎβＮ( )[ ]{ }

Ｑ
（７）

　　令：

Ｈα，β ＝ＦＦＴ
　
　
ｕ（ｍ，ｎ；０）{ ×

ｅｘｐ－ｊ２π ｍα
ＭＰ
＋ｎβＮ( )[ ] }

Ｑ
（８）

　　经传播距离ｚ０后，衍射光波的频谱为：

Ａ
～
（ｐ，ｑ；ｚ０）＝∑

Ｐ－１

α＝０
∑
Ｑ－１

β＝０
Ｈα，β·Ｇ（ｍ，ｎ；ｚ０） （９）

　　观察面上的衍射光场分布为：

ｕ（ｐ，ｑ；ｚ０）＝ＩＦＦＴ｛Ａ
～
（ｐ，ｑ；ｚ０）｝＝

∑
Ｐ－１

α＝０
∑
Ｑ－１

β＝０
ＩＦＦＴ｛Ｈα，β·Ｇ（ｍ，ｎ；ｚ０）｝ （１０）

式中，ＩＦＦＴ为快速傅里叶逆变换（ｉｎｖｅｒｓｅｆａｓｔＦｏｕｒｉｅｒ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＩＦＦＴ），Ｈα，β和 Ｇ（ｍ，ｎ；ｚ０）的大小为 Ｍ×
Ｎ，ｕ（ｐ，ｑ；ｚ０）的大小为 ＭＰ×ＮＱ，因此通过对 Ｍ×Ｎ
大小的矩阵作Ｐ×Ｑ次快速傅里叶变换，叠加后可
以得到观察面上的衍射光场［１０１１］，衍射图像的大小

变为ＭＰ×ＮＱ。而补零法是直接对 ＭＰ×ＮＱ的矩阵
进行两次傅里叶变换得到衍射图像，因此（１０）式较
补零法计算量大大减小，能够在有限离散的观察面

上得到更完整的衍射分布。

根据（１０）式，利用 ＦＦＴ算法计算时，需要进行
ＭＰ·ＮＱ
４ ｌｏｇ２

Ｍ( )２ ·ｌｏｇ２ Ｎ( )２ 次复数乘法运算，而补零
算法需要进行

ＭＰ·ＮＱ
４ ｌｏｇ２

ＭＰ( )２ ·ｌｏｇ２ ＮＱ( )２ 次复数乘
法运算，频移插值算法与补零算法计算量的比值：

Ｔ＝

ＭＰ·ＮＱ
４ ｌｏｇ２

Ｍ( )２·ｌｏｇ２ Ｎ( )２
ＭＰ·ＮＱ
４ ｌｏｇ２

ＭＰ( )２·ｌｏｇ２ ＮＱ( )２
＝

ｌｏｇ２
Ｍ( )２·ｌｏｇ２ Ｎ( )２

ｌｏｇ２
ＭＰ( )２·ｌｏｇ２ ＮＱ( )２

（１１）

　　由于Ｍ２＜
ＭＰ
２且

Ｎ
２＜
ＮＱ
２，所以 Ｔ＜１，频移插值法

计算量要比补零法小。

利用频移插值法计算时，有限离散点数的观察

面上可以得到的衍射光波频谱宽度为：

１
Δｘ
＋Ｐ·Δｆｘ ＝

１
Δｘ
＋Ｐ· １

ＭＰ·Δｘ
＝

Ｍ＋１
Ｍ ·

１
Δｘ

（１２）

　　频移插值法能够增加确定尺寸的观察面上衍射
光波的频谱宽度，因此，能够更加精确地计算出衍射

光波的光场分布。

３　数值模拟

为验证上述分析，编写计算程序，根据（１０）式
进行模拟计算。光波长 λ＝６３２．８ｎｍ，衍射物体为
１２８ｐｉｘｅｌ×１２８ｐｉｘｅｌ的透光方孔，对应衍射面宽度
Ｓ＝２．５ｍｍ，抽样点数 Ｍ＝Ｎ＝２５６，平移次数 Ｐ＝
Ｑ＝２，观察面尺寸１０ｍｍ×１０ｍｍ。改变衍射距离 ｚ０
的大小，得到不同距离上衍射光场的振幅及相位分

布如图３所示。

Ｆｉｇ３　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｄｉｓｔａｎｃｅ

图３ａ、图 ３ｂ和图 ３ｃ中分别给出衍射距离为
０．３ｍ，０．６ｍ和１ｍ时衍射光场的振幅及相位分布，

９８
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　 激　　光　　技　　术 ２０１４年１月

用于计算观察面上光场分布的 ＭＰ×ＮＱ总数达到
５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ。通过频移插值法对２５６ｐｉｘｅｌ×
２５６ｐｉｘｅｌ大小的矩阵进行８次傅里叶变换得到衍射
光场分布，而补零算法需要进行 ２次 ５１２ｐｉｘｅｌ×
５１２ｐｉｘｅｌ大小的傅里叶变换，由（１２）式可知，频移插
值算法能够在有限离散点数的观察面上得到更多频

率成分的衍射光波。因此，频移插值法计算量较小，

计算更为精确（根据数值模拟的条件编写计算程

序，利用内存为４Ｇ的计算机进行实验计算，补零算
法的计算时间约为 ０．０５８４５３ｓ，频移插值法约为
０．０２３５７１ｓ，计算时间缩短近１．５倍）。

４　结　论

基于光传播的角谱理论，推导出远距离光波衍

射的数值计算方法，该方法能够较好地满足耐奎斯

特抽样定理。通过频移插值，能够在有限抽样的观

察面上获得更多频率成分的衍射光波，可以更加准

确地计算出衍射光场的空间分布情况。利用频移插

值算法能够将大矩阵的傅里叶变换计算转化成多个

小矩阵的傅里叶变换计算，大大减小了计算量、缩短

了计算时间。
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