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第３７卷　第５期
２０１３年９月

激　　光　　技　　术
ＬＡＳＥＲＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ

Ｖｏｌ．３７，Ｎｏ．５
Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ，２０１３

　　文章编号：１００１３８０６（２０１３）０５０６２７０４

超强激光等离子体中的相对论性朗缪尔孤子

刘笑兰１，李晓卿２

（１．南昌大学 物理系，南昌 ３３００３１；２．南京师范大学 物理系，南京 ２１００９７）

摘要：为了研究相对论性朗缪尔孤子的特性，对从动力论出发所获得的超强等离子体中相对论性强朗缪尔湍

动控制方程组进行了理论分析。结果表明，随着电子的平均洛伦兹因子以及场的湍动参量增加，朗缪尔孤子的波

包半宽变窄，孤子总能量和总动量相应地增大，且电子的相对论效应对孤子总能量和动量的非线性部分的影响远

大于线性部分。该研究可为超强激光等离子体中相关的非线性现象提供新的理论参考。

关键词：非线性光学；激光等离子体；理论分析；相对论性朗缪尔湍动；孤子波包
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引　言

近年来，孤子已成为理论物理［１］、计算物理［２］

以及实验物理［３］研究热点之一，它作为开启非线性

物理大门的钥匙，已遍及光学、等离子体物理［４］、天

体物理［５］等许多领域，其中朗缪尔孤子因其在激光

等离子体粒子加速［６］、日冕湍动加热［７］等机制中所

起的重要作用而倍受关注。对朗缪尔孤子的研究工

作大多是基于流体力学方程组［８９］，而流体力学描述

的适用范围是热速度小于波的相速度，超出此范围

必须用波粒共振的动力论。
随着实验技术的发展，科技人员可以制作超短

脉冲强激光，其功率密度高达１０２１Ｗ／ｃｍ２。在如此
高强激光的作用下，等离子体中的电子振动速度将

接近光速，此时不可避免地要计及相对论效应。但

是，即使激光光强Ｉ至极限（Ｉ≤１０２５Ｗ／ｃｍ２），背景离
子仍只需考虑非相对论性。以光强 Ｉ＝１０２４Ｗ／ｃｍ２、
波长λ≈１μｍ的激光为例，电子的洛伦兹因子为 γｅ
≈１０３，离子的洛伦兹因子γｉ≈１。因此，超强激光等
离子体可由相对论性电子和非相对论性离子组成。

目前对此类等离子体中相对论性强朗缪尔湍动及孤

子的理论研究工作大多仍是基于流体力学近似［１０］。

事实上，此时采用流体描述已失效：给定体积 Ｖ∝ｌ３

（ｌ为粒子的尺度）的流体元中粒子，随机运动使它
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　 激　　光　　技　　术 ２０１３年９月

们散开，而碰撞不断变更随机运动方向，使它们倾向

于在平均速度附近做随机荡步。但在特征尺度 ｌｃ
远小于粒子的平均自由程 λＭＦＰ情况下，由同种粒子
构成的流体元的概念明显成了问题。因此，有必要

从动力论出发，推导出相对论性等离子体中强朗缪

尔湍动的控制方程，并加以深入研究。作者采用从

伏拉索夫方程及麦克斯韦方程组出发所导出的描述

朗缪尔波与离声波耦合过程的相对论性 Ｚａｋｈａｒｏｖ
方程［１１］，对１维情况下相对论朗缪尔孤子特性进行
理论研究，此研究可为超强激光等离子体中相关的

非线性现象提供新的理论参考。

１　相对论性Ｚａｋｈａｒｏｖ方程

从伏拉索夫方程
ｆ
ｔ
＋ｖ·ｆ

ｒ
＋Ｆ·ｆ

ｐ( )＝０出

发。其中，Ｆ为洛伦兹力，Ｆ＝ｅＥ＋ｖｃ×( )Ｂ，电场 Ｅ
和磁场Ｂ满足麦克斯韦方程组，ｅ，ｖ，ｃ分别为电子电
荷量、粒子速度、光速；ｔ，ｒ，ｐ分别代表时间、３维空间
及动量；ｆ（ｐ，ｒ，ｔ）表示等离子体中某种粒子的分布函

数，它满足以下归一化条件：∫ｆ（ｐ，ｒ，ｔ）ｄｐ １
（２π）３

＝

ｎ（ｒ，ｔ），其中ｎ（ｒ，ｔ）为该种粒子的数密度。流密度

方程为ｊ＝∑
ａ
∫ｅａｖｆａ ｄｐ

（２π）３
，下标ａ＝ｅ，ｉ，代表电子

和离子。把分布函数、场以及流密度分成规则（或未

扰）部分和湍动（或扰动）部分，同时，假设 Ｅ２较弱，

可按小湍动参量Ｗ ＝ Ｅ２

８πｎ０Ｔ０( )＜＜１来展开分布函数，

其中ｎ０，Ｔ０分别为未扰态时粒子数密度和温度（以能
量为单位）。

考虑到电子的运动以及速度分布是相对论性的，

而离子的运动及速度分布是非相对论的，分布函数

为：ｆａ（ｐ）＝κａｅｘｐ －
ε

ｍａｖＴａ( )２ 。其中，对相对论性电
子，κｅ＝

２π２

ｍｅ
２ｅＴｅ

ｎ０
Ｋ２（Γ）

；对非相对论性离子，κｉ＝

（２π）３／２

（ｍｉｖＴｉ）
３ｎ０。式中，Ｋ２是指标为２的修正的Ｂｅｓｓｅｌ函

数，ｍａ，ｖＴａ和ε分别是电子（或离子）的质量、热速度

及能量，且ｎ０≡ｎｅ＝ｎｉ，Ｔ０≡Ｔｅ≈Ｔｉ；Γ＝
ｍｅｃ

２

Ｔｅ
∝ １
〈γｅ〉

为相对论参量，〈γｅ〉为电子的平均洛伦兹因子，对弱
相对论情况，Γ≤１，对极端相对论，Γ＜＜１，于是有

（〈γｅ〉≈γｅ）Ｔ≈ｍｅｃ
２ １＋ λ

μ( )ｍ
２

×Ｉ（Ｗ／ｃｍ
２）

１４×１０[ ]１８

１／２

。应

该提及的是，至少在实验室情况下，通过波粒集合过

程，无碰撞系统可以维持麦克斯韦分布。

为了简化计算，设规则的电磁场为０，考虑到麦克

斯韦方程组，利用谱分析Ａ（ｒ，ｐ，ｔ）＝∫Ａｋｅｘｐ［－ｉ（ωｔ－
ｋ·ｒ）］ｄｋ（其中 Ａｋ≡Ａω，ｋ，ｄｋ≡ｄωｄｋ，ω，ｋ分别为频
率和波矢，Ａ代表任一物理量），可得到场与流密度

（精确到３级）的关系：εｌ，ｋＥｌ，ｋ＝－
４πｉ
ω
［ｅｌ，ｋ·（ｊｋ（２）＋

ｊｋ（３））］，其中，下标ｌ表示纵波，εｌ，ｋ和ｅｌ，ｋ分别是纵向
介电常数和纵向单位极化矢量，ｉ代表虚部，上标
表示复共轭，ｊｋ（２）和 ｊｋ（３）为２级和３级非线性流，其
中包含２级和３级相互作用矩阵元。计算矩阵元，
可得到谱空间的直至３级非线性相互作用的场方
程，将场表示为包络场 Ｅ（ｒ，ｔ）的时空表象形式

（Ｅ（ｒ，ｔ）ｅ－ｉωｐｔ＝∫Ｅｋ＋ｅｘｐ（－ｉωｔ＋ｉｋ·ｒ）ｄｋ，其中
ωｐ≈

ｃ

槡３ｖＴｅ
ωｐ，ｅ，ωｐ，ｅ为电子等离子体频率，Ｅｋ

＋代表

正频率的高频场），可得高频纵场和低频离声场方

程为［１２］：

２ｉ
ωｐ
Ｅ（ｒ，ｔ）
ｔ

＋３ｃ
２

５ωｐ
２

２Ｅ（ｒ，ｔ）＝

ωｐ，ｉ
ω( )
ｐ

２

Ｅ（ｒ，ｔ）ｎ′（ｒ，ｔ）ｎ０
（１）

２

ｔ２
－ｖｓ

２( )２ ｎ′（ｒ，ｔ）＝ ｍｅ
ｍ( )
ｉ

×

ωｐ，ｅ
ω( )
ｐ

２

２ Ｅ（ｒ，ｔ）２

４πｍｉ
（２）

式中，ωｐ
２＝αωｐ，ｅ

２，α＝
ｍｅｃ

２

３Ｔｅ
，ｖｓ为离子声速，ｎ′（ｒ，ｔ）

代表扰动粒子数密度，下标ｐ，ｉ表示离子等离子体，
为拉普拉斯算子。（１）式和（２）式被称为推广的
相对论性Ｚａｋｈａｒｏｖ方程。

对方程组（１）式和（２）式进行无量纲变换，采用
如下代换：

ξ＝１０９
μ
槡α

ｒ
ｄｅ
，τ＝１０９

μ
槡α
ωｐ，ｅｔ，μ＝

ｍｅ
ｍｉ
，

α＝
ｍｅｃ

２

３Ｔｅ
，Ｅ（ξ，τ）＝３４

μ
槡α

Ｅ（ｒ，ｔ）
５πｎ０Ｔ槡 ｅ

，

ｎ＝９２０
ｎ′
ｎ０

（３）

８２６
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第３７卷　第５期 刘笑兰　超强激光等离子体中的相对论性朗缪尔孤子 　

　　将方程组（１）式和（２）式化成如下无量纲形式
的非线性方程组：

ｉＥ
τ
＋２Ｅ－ｎＥ＝０ （４）

２

τ２
ｎ－２ｎ＝２ Ｅ ２ （５）

　　虽然方程组（４）式和（５）式在形式上与非相对
论情形下无量纲Ｚａｋｈａｒｏｖ方程组相同，但其长度单
位、时间单位以及场的变换都与α密切相关，而α＝
Γ
３≈

１
３〈γｅ〉

，其大小取决于电子的相对论性强弱。

方程组（４）式和（５）式具有如下的拉格朗日
（Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ）密度函数［１３］：

Ｌ＝ ｉ２
Ｅ

ｔ
·Ｅ－Ｅ·Ｅ

( )ｔ－（·Ｅ）·
（·Ｅ）＋１２［Ｕｔ－（Ｅ·Ｅ

）］２－

１
２（Ｕ）·（Ｕ） （６）

式中，Ｕ是流函数，Ｕｔ＝
Ｕ
ｔ
＝ｎ＋ Ｅ ２。根据拉氏密

度（６）式的对称性，可得相对论性 Ｚａｋｈａｒｏｖ方程所
具有的守恒量，守恒的等离激元数Ｎ、总能量ε和总
动量ｐ为：

Ｎ＝∫Ｅ ２ｄｒ （７）

ε＝∫ｄｒ ·Ｅ ２＋ｎＥ ２[ ＋

１
２ｎ

２＋１２（Ｕ）·（Ｕ ]） （８）

ｐ＝∫ｄｒ－ｉ２（ＥｊＥｊ －ＥｊＥｊ）－ｎ[ ]Ｕ（９）
式中，下标ｊ＝１，２，３。

２　１维传播的相对论朗缪尔孤子

下面研究无量纲相对论性Ｚａｋｈａｒｏｖ方程１维行
波解。假定等离子体密度扰动以恒定速度 ｕ传播：
ｎ（ξ，τ）＝ｎ（ξ－ｕτ）≡ｎ（ｚ），ξ为坐标参量，则由于
２／τ２＝ｕ２２／ｚ２，ｎ／ξ＝ｎ／ｚ，根据１维的方程

（５）式，可得ｎ＝－ １
１－ｕ２

Ｅ ２；再把它代入１维的方

程（４）式，可得：

ｉＥ
τ
＋

２Ｅ
ξ２
＋ １
ｕ２－１

ＥＥ ２ ＝０ （１０）

　　引进变换 β＝ １
１－ｕ２

，ξ 槡＝２ζ，可获得如下标准

的非线性薛定谔方程：

ｉ
ｔ
Ｅ＝－１２

２

ζ２
Ｅ－βＥ ２Ｅ （１１）

　　可以把上式看成“准粒子”的方程，其中 Ｅ为波
函数，“准粒子”的自生势为 βＥ ２，如果 β＞０（即
ｕ＜１，亚声速运动），则这种自生势具有与引力势一
样的性质，它可以捕获“准粒子”以形成一种稳定的

结构———孤子。

借鉴标准非线性薛定谔方程的求解过程，可得

（１０）式的解为：

Ｅ（ξ，τ）＝Ｅ０ｓｅｃｈ
ξ－ｕτ
２（１－ｕ２槡 ）

Ｅ[ ]０ ｅｉφ （１２）
φ＝ Ｅ０

２

２（１－ｕ２）
＋ｕ

２[ ]４ τ＋
ｕ
２（ξ－ｕτ）＋φ０（１３）

式中，Ｅ０为入射激光的初始场强，φ０为初始位相。
从上式可以看到，对于亚声速运动，ｕ＜１（β＞０），波
包孤子的半宽反比于振幅：

ｄ＝ ２（１－ｕ２槡 ）／Ｅ０ （１４）
　　而运动速度ｕ与振幅无关，它是一个独立参量。
这是一个很有趣的结果：这种波包孤子的速度可在

很宽的范围内取值，它作为一种“准粒子”是非常合

适的。将（１４）式恢复到有量纲单位：

ｄ＝４３
α
槡μ

５πｎ０Ｔ槡 ｅｖｓ ２（１－ｕ
２

槡 ）／Ｅ０（ｘ，ｔ）＝

２
３

５α
槡μ

ｖｓ １－ｕ槡
２（Ｗ０）

－１／２ （１５）

式中，Ｗ０＝
Ｅ０

２

８πｎ０Ｔ０
为初始湍动参量，Ｅ０为初始电

场。可见，α越小，且Ｗ０越大，则ｄ越小。
下面计算非线性 Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ孤子所具有的能

量、动量。把解（１２）式代入（７）式，守恒的激元数
为：

Ｎ＝Ｅ０
２∫－∞
∞
ｓｅｃｈ２ ｘ－ｕｔ

２（１－ｕ２槡 ）
Ｅ[ ]０ ｄｘ＝２ｍ（１６）

其中，

ｍ＝Ｅ０ ２（１－ｕ
２

槡 ） （１７）
　　类似地，根据（８）式以及（９）式，守恒的能量和
动量为：

ε＝１２ｍｕ
２＋ ５ｕ２－１
６（１－ｕ２）３

ｍ３ （１８）

ｐ＝ｍｕ＋ ２ｕ
３（１－ｕ２）３

ｍ３ （１９）

９２６
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　 激　　光　　技　　术 ２０１３年９月

　　恢复到有量纲单位，考虑到初始湍动参量Ｗ０＝
Ｅ０

２

８πｎ０Ｔ０
，则（１７）式、（１８）式、（１９）式分别可表示为：

ｍ＝ ９
５槡α
ｖｓ １－ｕ槡

２

ｖＴｅ
（Ｗ０）

１／２ （２０）

ε＝１２
９μ
５槡α

（１－ｕ２槡 ）（Ｗ）１／２ｕ２＋

９μ
５( )α

３／２ ５ｕ２－１
６（１－ｕ２）３／２

（Ｗ０）
３／２ （２１）

ｐ＝ ９μ
５槡α

（１－ｕ２槡 ）（Ｗ）１／２ｕ＋ ９μ
５( )α

３／２
×

２ｕ
３（１－ｕ２）３／２

（１－ｕ２槡 ）（Ｗ０）
３／２ （２２）

３　结　论

从动力论出发，研究了由相对论性电子和非相

对论性离子组成的等离子体中强朗缪尔湍动，基于

所获得的相对论性 Ｚａｋｈａｒｏｖ方程，探讨了相对论性
朗缪尔孤子的特性。

（１）相对论性 Ｚａｋｈａｒｏｖ方程组（１）式和（２）式
中所含的参量 α越小，即电子的平均洛伦兹因子

〈γｅ〉∝
１
３( )α越大，则朗缪尔波场的空间变化率更

大，但离声波扰动所受影响不大，这与前面所假设的

离子为非相对论运动相一致。

（２）α越小（电子的平均洛伦兹因子〈γｅ〉越大）
和初始湍动参量（Ｗ０）越大，则相对论性朗缪尔孤子
的波包半宽越窄，见（１５）式。

（３）相对论性朗缪尔孤子的能量（见（２１）式）和
动量（见（２２）式）包括线性部分（∝（Ｗ０／α）

１／２）和非

线性部分（∝（Ｗ０／α）
３／２），随着平均洛伦兹因子和

初始湍动参量的增加，孤子的总能量和动量相应增

加，而且非线性部分比线性部分增加更快，显然作为

非线性实体的相对论性朗缪尔孤子，相对论效应对

其非线性相互作用影响很大。

因此，电子的相对论效应越强，则等离子体中

波波、波粒非线性相互作用越强，导致朗缪尔孤子
波包更为陡峭，这与作者的物理预期相吻合。而这

种非线性作用在中子星辐射、超强激光等离子体湍

动加速等方面研究中是非常重要的。
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［１３］　ＬＩＸＱ．Ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅｐｌａｓｍａｐｈｙｓｉｃｓ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＢｅｉｊｉｎｇＮｏｒ
ｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９８５：２７１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）．
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