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摘要: 为了研究 gyrator 变换在光学信息处理中的应用，提出了一种采用两次快速傅里叶变换实现快速计算 gyrator
变换的新算法。在量纲归一化条件下，研究了 gyrator 变换离散化过程，获得了空域、傅里叶变换域和 gyrator 变换域的采

样间隔，形成了一种能避免尺度变换的算法。采用该算法进行了数值模拟实验，实验结果与相关文献中报道的计算结果

一致。结果表明，该算法可以应用于 gyrator 变换的研究中。
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Abstract: In order to study the application of gyrator transform in optical information processing，a new fast algorithm for
calculating gyrator transform was proposed based on twice fast Fourier transform algorithm． Under the condition of dimensional
normalization，the discretization of the gyrator transform was studied and the sampling intervals were obtained in space domain，

Fourier transform domain and gyrator transform domain respectively． Thus，this new algorithm could avoid scale transform． Some
numerical simulation experiments were carried out based on the algorithm and the simulation results were consistent with those
reported in the corresponding references． This algorithm can be applied to study gyrator transform．
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引 言

1993 年，LOHMANN 把分数傅里叶变换( fractional
Fourier transform，FRFT) 引入光学信息处理领域，他用

Wigner 分布函数的旋转定义了 FRFT［1］，表明 FRFT 是

Wigner 分布函数在相空间旋转的结果。同 FRFT 一样

能实现相空间旋转的还有近年来才出现的 gyrator 变

换( gyrator transform，GT) ，它是人们在研究 1 阶光学

系统相空间理论中逐渐发展起来一种新的线性正则变

换，2007 年由 RODRIGO 和 ALIEVA 等人正式提出其

定义式并命名为 gyrator 变换，并给出了 GT 的光学实

现形式
［2-4］。GT 从其产生开始就被应用于图像处理和

光学信息安全中
［4-8］。作为一种全新的变换，GT 的研

究还有待于进一步深入。
应用 gyrator 变换进行研究最有力的手段是 GT 的

数值算法。现在已有文献报道的快速算法有两种。一

种算法是基于分解型的空域直接离散化的方法
［9］，需

要进行尺度变换，计算较为复杂，且对于离散化过程中

的采样间隔没有明确的讨论; 另一种算法是基于卷积

的快速算法
［10］，虽然避免了尺度变换，但同样没有详

细讨论离散化过程中的采样间隔，而只是将各个域的

采样间隔取为离散傅里叶变换 ( discret Fourier trans-
form，DFT) 所要求的采样间隔，导致其圆域函数的数

值算例与参考文献［2］中提供的相应算例相差较大。
作者在量纲归一化

［11］
的条件下，深入研究了 gyrator 变

换数值计算中所涉及的各个离散化过程的采样间隔，

并形成了在空域、傅里叶变换( Fourier transform，FT)

域和 GT 域同时离散化，避免尺度变换而仅进行两次

快速傅里叶变换的新算法。

1 gyrator 变换的快速算法

函数 f( x，y) 的 gyrator 变换的数学形式定义
［2-4］

如下:
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F( u，v) = Gα{ f( x，y) } =

∫
∞

－∞ ∫
∞

－∞
f( x，y) Kα ( u，v; x，y) dxdy ( 1)

Kα ( u，v; x，y) = 1
sinα

exp{ j2π ×

［( uv + xy) cotα － ( xu + yv) cscα］} ( 2)

式中，Gα{ } 表示旋转角度为 α 的 GT，Kα ( u，v; x，y) 为

变换核。当 α = 0 时，Gα{ } 为恒等变换; 当 α = π /2 时，

Gα{ } 退化为坐标系旋转了 π /2 的傅里叶变换。GT 具

有变换角度的可加性且变换角度以 2π 为周期
［2，9］，可

以通过 角 度 为 － α 的 GT 变 换 来 实 现 相 应 的 逆 变

换
［2］。

为了进行数值计算，首先要确定 GT 域变量( u，v)
的采样间隔和空域变量 ( x，y ) 的采样间隔之间的关

系。将( 2) 式改写为:

Kα ( u，v; x，y) = 1
sinα

exp［j2πuvcotα］×

exp［j2πxycotα］exp［－ j2π( xu + yv) cscα］ ( 3)

代入( 1) 式，并将非积分变量移出积分号外，可得:

F( u，v) = 1
sinα

exp［j2πuvcotα］×

∫
∞

－∞ ∫
∞

－∞
f( x，y) exp［j2πxycotα］×

exp［－ j2π( xu + yv) cscα］dxdy = 1
sinα

×

exp［j2πuvcotα］F { f( x，y) ×
exp［j2πxycotα］} ( u'，v') ( 4)

式中，F { } 表示 FT，( u'，v') 为相应的 FT 域的频率，

且: u' = u /sinα ，v' = v /sinα ( 5)

按照( 4) 式进行离散化时，F { } 可以用快速傅里叶变

换( fast Fourier transform，FFT) 计算。设空域采样间

隔为 Δx 和 Δy，则按照 DFT 计算的原理，在 FT 域中的

频率采样间隔 Δu'和 Δv'应该满足:

Δu' = 1 / ( MΔx) ，Δv' = 1 / ( NΔy) ( 6)

式中，M 和 N 分别为沿 x 轴和 y 轴的采样点数。在保

证采样间隔为非负数的情况下，由( 5) 式和( 6) 式可得

到 GT 域的采样间隔与空域的采样间隔的关系为:

ΔuΔx = sinα /M，ΔvΔy = sinα /N ( 7)

式中，Δu 和 Δv 为 GT 域的采样间隔。
从( 7 ) 式可以知道，GT 域和空域的坐标系统的

量纲互为倒数，并且信号在两者中的尺度不一致，这

使得 GT 变换的离散化处理较为困难，因而有必要将

GT 域和空域的坐标系统转化为无量纲的坐标系统，

且必 须 统 一 GT 域 和 空 域 的 信 号 尺 度。参 考 文 献

［11］中对 GT 域坐标和空域坐标的量纲进行归一化

操作，可以得到量纲归一化且尺度统一的采样间隔

分别为:

Δu = Δx = sinα
槡M ，Δv = Δy = sinα

槡 N ( 8)

然而即使在量纲归一化的条件下，计算( 4) 式时，仍然

需要进行尺度因子为 sinα 的尺度变换，这使得计算

变复杂。为避免尺度变换，需要对( 3 ) 式中的相位因

子 exp［－ j2π( xu + yv) cscα］进行改造:

exp［－ j2π( xu + yv) cscα］ = exp{ － jπ ×
［u2 + x2 + v2 + y2 － ( u － x) 2 － ( v － y) 2］cscα} ( 9)

将上式代入( 4) 式并整理得到:

Kα ( u，v; x，y) = 1
sinα

exp{ jπ［2uvcotα － ( u2 +

v2 ) cscα］} exp{ jπ［2xycotα － ( x2 + y2 ) cscα］} ×
exp{ jπ［( u － x) 2 + ( v － y) 2］cscα} ( 10)

将( 10) 式代入( 1) 式，整理并令:

p( x，y) = f( x，y) exp{ jπ［2xycotα －
( x2 + y2 ) cscα］} ( 11)

q( u，v) = exp{ jπ［2uvcotα － ( u2 + v2) cscα］} ( 12)

h( u － x，v － y) = exp{ jπ［( u － x) 2 +
( v － y) 2］cscα} ( 13)

则( 1) 式变为:

F( u，v) = 1
sinα

q( u，v) ×

∫
∞

－∞ ∫
∞

－∞
p( x，y) h( u － x，v － y) dxdy =

1
sinα

q( u，v) ［p( u，v)h( u，v) ］ ( 14)

符号表示卷积运算。由于采用了量纲归一化条件，

GT 域的坐标系统与空域的坐标系统是等价的。为了

能够应用 FFT 算法，将上式中的卷积部分改写如下:

p( u，v)  h( u，v) = F －1 F { p( x，y) } ( ξ，η){ ×

F { h( x，y) } ( ξ，η })
( u = x，v = y)

( 15)

式中，F － 1 { } 表示逆 FT，( ξ，η) 是 FT 域的坐标，经过

( 15) 式的两次傅里叶变换后，卷积运算结果的坐标系

统即为 GT 域的坐标系统，这样才能与 q ( u，v) 相乘。
( 15) 式中 F { h( x，y) } 可作如下计算:

F { h( x，y) } = F { exp［jπ( x2 + y2 ) cscα］} =

jsin槡 αexp［－ jπ( ξ2 + η2 ) sinα］ ( 16)

令: T( ξ，η) = jsin槡 αexp［－ jπ( ξ2 + η2 ) sinα］ ( 17)

根据( 14) 式 ～ ( 17) 式，( 1) 式变为:

F( u，v) = 1
sinα

q( u，v) ×

F －1 { F { p( x，y) } ( ξ，η)·T( ξ，η) } ( u = x，v = y) ( 18)

按照( 18 ) 式进行离散化时，FT 域的采样间隔 Δξ 和

15
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Δη 应满足:

Δξ = 1
MΔx

= 1
M sin槡 α

Δη = 1
NΔy

= 1
N sin槡

{
α

( 19)

这样根据( 8) 式、( 18) 式和( 19 ) 式，GT 的数值计算的

快速算法可归结为如下的步骤。
( 1) 依据( 8) 式和( 19) 式分别计算离散化的坐标:

x( k) = u ( k) = k sinα
槡M ，y ( l) = v ( l) = l sinα

槡 N ，

ξ( m) = m
M sin槡 α

，η( n) = n
N sin槡 α

，其中，M 和 N

为奇数时，k 和 m 取值为 － ( M － 1) /2，…，0，…，( M －
1) /2，l 和 n 取值为 － ( N － 1) /2，…，0，…，( N － 1) /2;

M 和 N 为偶数时，k 和 m 取值为 － M/2，…，0，…，

M/2 － 1，l 和 n 取值为 － N /2，…，0，…，N /2 － 1。
( 2) 依据( 11) 式、( 12) 式和( 17) 式以及离散化的

坐标，分别计算 p( x，y) ，q( u，v) 和 T( ξ，η) 的离散化形

式 p( k，l) ，q( k，l) 和 T( m，n) 。

( 3) 利用 FFT 算法计算( 18) 式:
1

sinα
q( k，l) ·

IFFT［FFT［p ( k，l) ］·T( m，n) ］。其中，IFFT ( inverse
fast Fourier transform) 是逆快速傅里叶变换。

因而，本算法只需要执行两次 FFT 算法。

2 gyrator 变换快速算法的算例

按照参考文献［2］和参考文献［4］中提供的 GT
数值计算的算例，应用本文中的算法进行计算机编程，

对其中两个典型的算例实现了仿真实验。
2. 1 实现厄米-高斯模向拉盖尔-高斯模的变换

1992 年，ALLEN 等人首先在实验中证实了拉盖尔-
高斯模( LGp，l ) 具有螺旋相位结构

［12］，它有显著的每光

子的轨道角动量。人们一般采用光束变换的方法由厄

米-高斯模( HGm，n ) 产生具有轨道角动量的 LGp，l模。GT
的光学实现形式

［3］
是由 3 个广义柱透镜级联形成的光

学系统，该系统具有模式转换的功能，这样，GT 为产生

和研究 LGp，l模提供了一种有力的理论工具。
为模 拟 HGm，n 模 变 换 为 LGp，l 模 过 程，需 确 定

HGm，n模的相关参量。设波长为 λ 且具有 HGm，n 模的

光束波前复振幅:

Em，n x，y，( )z = Cm，nHm 槡2
w( z)[ ]x Hn 槡2

w( z)[ ]y ×

exp － x2 + y2

w2 ( z[ ])
exp － j［kz + φ( z){ +

k
2R( z) ( x2 + y2 }) ］ ( 20)

式中，w( z) = w0 1 +［2z / ( kw0
2) ］槡 2，R( z) = z{ 1 +［2z /

( kw0
2) ］－ 2 } ，φ( z) = ( 1 + m + n) arctan［2z / ( kw0

2 ) ］，k
= 2π /λ，w0 为基模高斯光束的束腰半径，Cm，n是一个

与 m 和 n 无关的常量，z = 0 为光腰所在平面，H 为厄

米特 多 项 式。设 记 录 平 面 大 小 为 20. 48mm ×
20. 48mm，采 样 点 数 为 Nx = Ny = 1024，对 于 λ =
632. 8nm 的 HG1，0 模的光束，w0 = 0. 23mm，传输距离

z = 300mm，据此将( 20 ) 式进行离散化，并用本文中提

出的 GT 数值算法对离散化后的 HG1，0 模分别施行角

度为 0，π /8，3π /16，π /4，5π /16，3π /8 和 π /2 的 GT，

各个结果的相位和归一化的强度如图 1 所示 ( 显示

计算结果的中央半径为 56 个点的圆形区域) 。从图

1 中可以看到，通过 GT，HG1，0 模逐渐变换为 LG0，1 模

的过程: 图 1a 为 HG1，0 模自身，其相位图反映出球面

波的相位结构; 图 1d 是 HG1，0 模经过角度为 π /4 的

GT 后得到 LG0，1模，具有与参考文献［2］和参考文献

［13］中的 LG0，1模相同的强度分布形状，其相位分布

如参考文献［2］和参考文献［12］中指出的那样为螺

旋型相位结构; 图 1g 是 HG1，0 模经过角度为 π /2 的

GT 后得到的 HG0，1 模，其相位结构是明显的球面波

的相位结构。图 2 显示了图 1d 的螺旋型相位分布

的 3 维结构。参考文献［2］和参考文献［13］中指出，

HG1，0模经过角度为 π /4 的 GT 后成为 LG0，1 模，本文

中所提算法的计算结果与之吻合。

Fig. 1 GT result of HG1，0 mode at different angles ( the upper row is inten-
sity map，the lower row is phase map)

a—α = 0 b—α = π /8 c—α = 3π /16 d—α = π /4 e—α =
5π /16 f—α = 3π /8 g—α = π /2

Fig. 2 Spiral type phase distribution of the result obtained from HG1，0 mode
through GT at π /4

2. 2 GT 域的图像滤波

GT 的可加性和可逆性可以从其在图像处理
［4，9］

的应用中得到验证。较为典型的应用是 GT 域的图

像滤波。图像 f x，( )y 在 GT 域中的滤波过程可用下

25
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式描述:

f '( x，y) = G－α{ Gα{ f( x，y) } W( u，v) } ( 21)

式中，W( u，v) 为 GT 域的滤波器函数，f ' ( x，y) 为滤波

后复原的图像。参考文献［4］和参考文献［9］中指出，

GT 对双曲线型的噪声信号 exp［j( τ1xy + τ2x + τ3y) ］

( 其中，τ1，τ2 和 τ3 为任意实常数) 有较强的处理能力。
在本文中构造可加性噪声信号 n ( x，y ) 作用于图像

f( x，y) ，其中，n( x，y) =128 × { 1 + exp［jπ( 2( x －300) ×
( y － 300) － x + y) ］} ，f( x，y) 为 256 × 256 的灰度图像

( 见图 3a) ; 将 n( x，y) 按照采样间隔为 1，采样点数为

1024 × 1024 进行离散化，取中央 256 × 256 的区域与

f( x，y) 相加，得到受 n( x，y) 污染的图像 g( x，y) ，见图

3b; 应用本文中所提算法，对 g ( x，y) 进行角度为 π /3
的 GT，得到的强度图像见图 3c，图中矩形区域为 f( x，

y) 在 GT 域中强度分布，十字星形的分布为 n( x，y) 的

GT 的结果，可以看到，在 GT 域中信号和噪声分离开

了; 对 g( x，y) 的 GT 结果进行 GT 域中的矩形低通滤

波，得到图 3d; 对低通滤波结果进行角度为 － π /3 的

逆 GT，得到图 3e，即复原的图像，可以看到，图像除了

有轻微的平滑以外，图像的细节( 如帽子的褶皱等) 都

较为清晰; 图 3f 为 g ( x，y) 的 FT 结果，噪声的频谱与

信号的频谱交叠，在 FT 域进行滤波，要完全滤去噪声

且又保证图像的清晰度是非常困难的。

Fig. 3 Image filtering in GT domain
a—original image b—image with noise c—GT of Fig . 3b，α = π /3 d—
low pass filtering in GT domain e—inverse GT after filtering f—FT of
Fig . 3b

由此，可以看到，本文中所提算法在图像滤波中的

应用，与参考文献［4］中的结果是一致的。

3 结 论

在量纲归一化的条件下，推导出了 gyrator 变换数

值计算的采样间隔，并提出了一种新的基于 FFT 算法

的 GT 快速算法，该算法不涉及尺度变换，仅用两次

FFT 即可完成计算。本算法的数值计算结果与参考文

献［2］和参考文献［4］中的算例的结果一致。GT 作为

一种新的变换，将在光学信息处理和光波模式变换等

相关领域成为一种有用的理论工具，而 GT 的快速算

法则是其有力的实践工具。
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