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泽尔尼克多项式拟合波面中采样点数 目的研究

谢苏隆
,

钟 鹰
’

(中国空间技术研究院 西安分院重点实验室
,

西安 71 00 00)

摘要
:

为了研究采样点数 目对由泽尔尼克多项式所拟合的波面的拟合精度的影响
,

采用不完全归纳法进行了理论

分析
,

取得了数十个不同的测试函数的采样点与拟合精度之间的数据关系
。

结果表明
,

不同的测试函数遵循相同的规

律
,

即采样点数目达到一定数 目后
,

拟合精度随采样点的变化很小 ; 并通过计算得到了在较高拟合精度时
,

采样点数 目与

泽尔尼克多项式的项数之间的变化规律
,

由此得到相关的采样点数目确定的经验公式
。

这对于泽尔尼克多项式拟合波

面具有很好的指导意义
。
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引 言

在光学系统研究中
,

经常要对一些被检测光学元

件进行波面拟合
。

通常是选取泽尔尼克多项式作为基

底函数系来拟合被检测光学元件波面
。

这是因为泽尔

尼克多项式在单位圆上加权正交
,

函数正交的性质使

其系数相互独立
,

这有利于消除偶然误差的影响
,

并且

其系数易与光学设计者惯用的 Se ide l像差函数建立联

系〔’名 ]
。

实践表明
,

泽尔尼克多项式进行波面拟合的收

敛性好
、

精度高
,

而且能提供较多的有用信息
。

采用泽尔尼克多项式进行波面拟合
,

首先需要对

被拟合的波面进行采样点的测量
,

然后根据采样点的

测量结果
,

采用一定的拟合方法最终得到较为理想的

拟合结果
。

采样点数 目选取较少时
,

最终的拟合结果

误差较大
,

容易受到质疑 ;采样点数 目选取较多时
,
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使得测量工作量大增
,

耗费较多的人力物力
。

因此
,

有

必要对泽尔尼克多项式拟合波面时采样点数目进行一

定的研究
。

1 采用泽尔尼克多项式拟合波面

采用泽尔尼克多项式进行波面拟合是将泽尔尼克

多项式作为基底 函数系来拟合波面形状图
。

将被拟

合波面用
n
项泽尔尼克多项式表示为

:

W (
二 ,

力
= a 12 ,

(
二 ,

力
+ ⋯ + aj 各(

二 ,

力
+

⋯ + a 。

z
。

(
: ,

, )
二 A

T
Z (l)

式中
,

A =
〔
。 , , a Z ,

⋯
,

aj
,

⋯
, a 。

〕
T

为拟合得到的波面函

数 ; aj (,’
二 l

,

2
,

⋯
,

n) 为第j个泽尔尼克多项式系数值 ;

Z =
[ 2

1

(
x ,

少)
,

2
2

(
x ,

少)
,

⋯
,

各(
x ,

少)
,

⋯
,

Z
。

(
x ,

少)」为

泽尔尼克多项式矩阵 ;各(
x ,

力 (j
= 1

,

2
,

⋯
,

n) 为第 j

个泽尔尼克多项式的函数值 ; 现有 m 个离散数据点
,

俄(
x ‘ ,

y‘)(i
= 1

,

2
,

⋯
,

m )表示第 i个离散数据的在波

面上的函数值
,

令 qj =

乙(
: 、,

y
:

)( j 二 1
,

2
,

⋯
, 。

)表示第
i个离散数据的第 j个泽尔尼克多项式的函数值

。

代

入(l) 式得到矛盾方程组 (m > n)
:
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q l一a 一 + q 12 a Z +

q Z 一a 一 + q 2 2 a 2 +

+ q 一。 a , :

+ q Z , , a n

= W
I

=
矶

(2 )

g m , a , + g 。Z a : + ⋯ + q 。
。 a 。 =

呱

该矛盾方程一般不存在通 常意义下 的解
,

得 到的是

最小二乘解
。

在实际应用中
,

特别是在所处理的数

据量较大的情况
,

通过上 面方法直接构造的方程组

往往是严重病态 的
,

造成计算误差
,

使得拟合失败
。

为改善方程组的条件矩阵
,

发展了两种算法
,

一是从

基底函数人手
,

通过变换 函数族的基底来改善方程

组状态 [ 9
一

川 ;二是直接从矛盾方程人手
,

应用 H ou se -

ho ld e ;
变换把系数正 交三 角化

,

直接求 解拟合 系

数 [”〕
。

2 采样点数 目对拟合结果的影响研究

由第 1 节可以看出
,

拟合反射面需要对反射面进

行采样
。

采样点的数 目过少时
,

拟合得到的泽尔尼 克

多项式所表示的反射面与实际的反射面形状之间的误

差过大 ;采样点的数 目过多
,

会使得采样的工作量大

增
,

耗费较多的人力物力
。

本节中将针对这一 问题加

以分析研究
。

整个研究方法是基于不完全归纳法进行的
。

分析

过程分以下几个步骤
:
(l) 建立一个波面测试函数来

表示反射面形状 ; (2 )拟合得 到的泽尔尼克多项式所

表示的反射面与实际反射面形状之间的误差用均方根

值(
r o o t m e a n s q u a re ,

R MS )来表示
,

计算得到 R M S 与

采样点数目的关系图
,

以及 R M S 与采样点数 目
、

泽尔

尼克多项式的项数的关系图
,

并总结相关的规律 ; (3)

换一个新的波面测试函数来表示反射面形状
,

重复步

骤 (I) 和 (2 )
,

总结得到的相同规律
。

首先
,

在直角坐标系上建立一个波面测试函数
:

f(
; ,

了) = 二2 + 3 , , + 5 少
,

(o 簇 x ,

少 毛 1 ) (3 )

式中
, x ,

了为波面在直角坐标系中 X 轴和 Y轴方向的

值 ,f(
x ,

力为波面在直角坐标系中 Z 轴方向的函数值
。

测试函数中
x ,

y 均为归一化后的值
,

无量纲
,

并在 X 轴

和 y轴方向均匀采样
,

相应计算得到的 R M S 值也是无

量纲的值
。

得到的采样点数 目与 R M S 值的关系 图见

图 1
,

曲线 1 一
曲线 16 分别代表泽尔尼克项数为 4
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仔细观察图 1 可以得到以下 的规律
:
( l) 随着采

样点数目的增大
,

R M S 值不断的减小
,

而且
,

一般存

在一个拐点
,

当采样点数 目大于该拐点时
,

R M S 值减

小的速度变的非常缓慢 ; ( 2) 当拟合反射面所采用 的

泽尔尼克多项式的项数太少时
,

R M S 值太大
,

采样点

数 目的增大不能使得 R MS 值降低至一个令人满意的

数值 ; ( 3) 当泽尔尼克多项式的项数大于一定值后
,

在相同的采样点数目情况 下
,

泽尔尼克多项式的项

数越多
,

R M S 值越大
,

或者说
,

在相同的 R M S 值要求

下
,

泽尔尼克多项式的项数越多
,

需要的采样点的数

目也越多 ; ( 4) 随着采样点数 目增大
,

不 同项数泽尔

尼克多项 式所产生 的 R M S 值之间 的差别也越来

越小
。

由规律 ( 2) 和 ( 3) 可以看出
,

对于一个需要拟合的

反射面来说
,

存在一个最为适合的泽尔尼克多项式的

项数
。

当拟合所用的泽尔尼克多项式的项数小于这个

合适值时
,

R M S 值比较大
,

一般不能满足实际的拟合

精度要求
。

当拟合所用的泽尔尼克多项式的项数大于

这个合适值时
,

拟合所用的泽尔尼克多项式的项数越

大
,

R M s 值也越大
,

因此
,

要尽可能地选用较少的泽尔

尼克多项式的项数来进行波面拟合
。

由规律 ( 3) 可知
,

在相同的 R MS 值要求下
,

泽尔

尼克多项式的项数越多
,

需要的采样点的数目也越多
。

当以采样点数目与泽尔尼克多项式项数的比值作为自

变量
,

R M S 为因变量时
,

得到的样项比 (采样点数 目与

泽尔尼克多项式项数的比值 )与 R M S 值的关系图见图

2
。

曲线 1 一
曲线 16 分别代表泽尔尼克项数为 4
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由图 2 可 以看出
,

当泽尔尼 克多项式的项数小

于 3 0
、

样项比大于 ro 以后
,

R MS 值的变化已经很小
,

因此
,

一般可以采用样项 比等于 10 来确定拟合所需

要的采样 点的 数 目 ; 当泽尔尼 克多项式的项 数为

30
一
10 0

、

样项比大于 6 以后
,

R M S 值 的变化 已经很

小
,

因此
,

一般可 以采用样项比等于 6 一 10 来确定拟

合所需要的采样点的数 目
,

泽尔尼克多项式的项数

越趋于 1 0 0
,

所选取的样项 比越趋于 6; 当泽尔尼克

多项式的项数为 10 0 一 300
、

样项 比大于 4 以后
,

R M s

值的变化已经很小
,

因此
,

一般可 以采用样项 比等于

4 一 6 来确定拟合所需要的采样点的数 目
,

泽尔尼 克

多项 式 的项数越趋于 3 0 0
,

所选取的样项 比越趋

于 4
。

为了使结论更加具有一般性
,

通过对诸如下面两

个公式等数十个不 同的波面测试函数加以对 比验证
,

发现它们同样遵循上面所得到的变化规律
:

z
(

x ,

少)
= 5 in (Z

x , + 3 x , + 2少
4 + J , + SJ ) (4 )

z
(
x ,

) )
= a r e t a n

(
x , + Zx + 2少, + 少) +

e o ,二。刃, , 2 + Z x ,
·

’ + 7 , , 8

(5 )

为了更加清晰地表达出拟合波面时应该选取的采样点

数目与泽尔尼克多项式的项数之间的关系
,

经过对数

十个测试函数中大量数据进行拟合得到如下的经验公

式
刃 = 3 5 x

MO
“, ,

(3 0 毛 对感 3 0 0 )

N = 3 0 0
,

(M < 3 0 )
(6 )

式中
,

N 为拟合波面时应取的采样点数目
,

M 为泽尔尼

克多项式的总项数
。

该经验公式具有较好的精度
。

例如
,

对于图 1 中

的曲线 ro
,

泽尔尼克项数为 M 二
72

,

带入经验公式计

算得到 N 二 5 18
。

从图 1 中可以看出
,

曲线 8 在采样点

过了 5 0 0 以后已经变得非常平缓
,

说明拟合精度随采

样点数目的增长变化很小
。

对于图 1 中的曲线 12
,

泽

尔尼克项数为 M =
98

,

带人经验公式计算得到 N =

6 2 8
。

从图 1 中还可以看出
,

曲线 10 在采样点过了 600

以后也已经变得非常平缓
,

说明拟合精度随采样点数

目的增长也变化很小
。

这些都证实了经验公式(6) 式

的可靠性
。

3 结 论

采样点数目对于泽尔尼克多项式拟合波面具有重

要的实际意义
。

作者通过不完全归纳法
,

建立不同的

波面测试函数
,

研究采样点数目与 R M S
、

样项 比的变

化关系
。

发现虽然测试函数不同
,

但它们遵循相同的

变化规律
:
当泽尔尼克多项式的项数小于 30 时

,

采样

点的数 目可以取为 10 倍泽尔尼克多项式的项数 ;当泽

尔尼克多项式的项数为 30
一 100 时

,

采样点的数 目可

以取为 6 一 10 倍泽尔尼克多项式的项数
,

所取采样点

数目与泽尔尼克多项式项数为反变化关系 ; 当泽尔尼

克多项式的项数为 100
一 3 00 时

,

采样点的数 目可以取

为 4 一 6 倍泽尔尼克多项式的项数
,

如采样点的数目大

于上述的值
,

对波面拟合精度没有很显著的改善
。

并

由该规律总结得到采用泽尔尼克多项式拟合波面时应

该选用的采样点数目的经验公式(6) 式
。

本文中的创新点在于定量地分析了采样点数 目对

泽尔尼克多项式拟合波面的影响
,

并将其与泽尔尼克多

项式的项数结合在一起
,

得到了拟合精度较好的情况

下
,

采样点数 目与泽尔尼克多项式项数之间的定量关

系
。

所得到的经验公式对于在泽尔尼克多项式拟合反

射面时确定采样点的数目具有很好的实际指导意义
。
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最大延迟偏差小于 0
.

0 40
。

参考文献仁9 」中设计的特

殊角度人射的延迟器件
,

在 3 65
n m 一 1 150

n m 的光谱区

域内最大延迟偏差为 0
.

4
。 ,

与其相 比
,

新设计的延 迟

器件由于经过两个方面的改进
,

不仅消色差范围变宽
,

而且消色差精度有 了较大的提高
。

4 误差分析

在实际使用中
,

由于器件的加工误差和外入射角

微小偏差
,

都将影响器件的消色差精度
。

首先
,

对材料的加工而言
,

现在已经有了很精密的

加工技术
,

但仍存在一定的误差
,

实际角度加工的误差

么a 毛 0
.

01
。 。

当 △a = 0
.

01
“ ,

其延 迟 量 在 3 5O n m -

2 0 0 0 n m 的光谱区域内最大延迟偏差小于 0
.

08
。
; 即使

加工误差 △a = 0
.

05
“

时
,

最大延迟偏差也小于 0
.

19
“ 。

其次
,

在使用过程中
,

外人射角微小偏差也会对器

件的延迟量产生影响
。

实际使用中外人射角的误差

△i 蕊 0
.

0 2
0 。

当 △i = 0
.

0 2
0 ,

其延 迟 量 在 3 5 0 n m -

20 0o n m 的光谱区域内最大延迟偏差小于 0
.

1
。

; 即使

误差 △i = 0
.

1
。

时
,

最大延迟偏差也小于 0
.

2
。 。

综合考虑器件的加工误差和外人射角微小偏差对

器件消色差精度的影响
,

当 △a 蕊 0
.

01
。

和 △i 鉴 0
.

0 20

时
,

其延迟量在 3 5 0 n m 一 2 0 00
n m 的光谱区域内最大延

迟偏差小于 0
.

09
“ 。

即使误差达到 △a = 0
.

05
“

和 △i 二

0
.

1
“

时
,

其延迟量最大延迟偏差也小 于 0
.

3 1
“ 。

参考

文献 [ 9 」中设计的特殊角度人射 的延 迟器件
,

在

365 n m 一 1 150
n m 的光谱区域内理论上最大延迟偏差

为 0
.

4
“ ,

与其相比
,

新设计的器件具有极大的优越性
。

5 结 论

在设计菱体型消色差 人/4 延迟器件时
,

由于使延

迟误差为正负偏差
,

在整个光谱区域内有两个波长点

相位延迟同时达到 90
“ ; 同时选择较大的折射率设计

点
n 。
来设计

,

因此延迟器的性能有了较大提高
。

相比

常规延迟器
,

不仅扩大了消色差范围
,

而且提高了消色

差精度
。

采用 La KZ 玻璃新设计的延迟器件
,

其延迟

曲线显示
,

在 3 5 O n m 一 2 000
n m 的光谱区域内延迟偏差

小于 0
.

04
“ ,

且延迟量在两个波长处为 90
“ ,

消色差精

度有了较大的提高
。

当然
,

在实际使用中为获得更好

的消色差精度
,

应尽量减小器件的加工误差和外人射

角人射偏差
。
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