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光阑约束和离轴失调 L ohmann系统的分数傅里叶变换

于永江 ,陈建农 ,王德法 ,郝金光
(鲁东大学 物理与电子工程学院 ,烟台 264025)

摘要 : 为了研究受硬边光阑约束及失调 Lohmann光学系统对分数傅里叶变换的影响 ,采用了平顶多高斯光束模型

模拟硬边光阑 ,推导了平面光波在受硬边光阑约束和系统透镜离轴时的 Lohmann型分数傅里叶变换光学系统中传播的

解析表达式 ;计算机模拟了受半径为 7. 696cm的硬边光阑约束和透镜离轴失调量时的输出。结果表明 ,在有硬边光阑约

束和离轴失调时 Lohmann两种结构并不等效。
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引　言

1993年 , MENDLOV IC和 OZAKTAS等人首次将

分数傅里叶变换引入到光学领域中 ,在渐变折射率介

质 ( gradient2index, GR IN )中实现了分数傅里叶变

换 [ 123 ]。随后 LOHMANN提出了两种简单的用透镜和

自由空间的组合结构来实现分数傅里叶变换系统 [ 4 ]。

理想情况下 LOHMANN提出的两种分数傅里叶

变换光学系统是等效的。但实际的光学系统往往带有

硬边光阑 ,而且由于失调 ,透镜存在离轴偏移量和微小

倾斜角 ,研究受硬边光阑约束及失调 Lohmann光学系

统对分数傅里叶变换的影响是有实际价值的。在有硬

边光阑约束时 ,衍射积分大多数情况下无法得到解析

表达式 [ 526 ]
,只能进行数值积分 ,而且运算量较大 ,为此

需要将孔径函数展开成有限级数项求和。W EN和

BREAZEALET提出的孔径函数展开成有限项复高斯

函数和的模型已在很多光束变换研究中被有效地应

用 [ 728 ]
,但这种模型在孔径边缘存在较大误差 [ 8 ]

,因

此 ,在比较两种结构的等效性时是不理想的。文献

[ 9 ]中讨论了另外两种孔径函数展开模型 ,其中第 3

种平顶多高斯光束模型在 N取较大值时可以十分逼

近实际孔径。作者将在用平顶多高斯光束模型模拟硬

边光阑的基础上以平面波入射为例研究带硬边光阑及

离轴失调的两种 Lohmann型光学系统的分数傅里叶

变换 ,分别给出了解析表达式 ,讨论其两种结构的等效

性 ,然后通过计算机数值模拟 ,进行分析比较。

1　L ohmann薄透镜光学分数傅里叶变换系统

图 1a为 Lohmann Ⅰ型分数傅里叶变换系统 ,输入

　　

Fig. 1　Apertured Lohmann fractional Fourier transform setup s
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面和输出面距透镜的距离均为 z,透镜的焦距为 f。当

z和 f满足 z = f1 tan
pπ
4

, f = f1 / sin
pπ
2
条件时 ,输出函

数 u ( x)为输入函数 u ( x1 )的 p阶分数傅里叶变换。

在一维情况下一般定义为 :

u ( x) = Fp { u ( x1 ) } = -
i
λf1 sinφ

1 /2

∫
∞

- ∞
u ( x1 ) ×

exp
iπ ( x

2
1 + x

2 )

λf1 tanφ
-

i2πx1 x

λf1 sinφ
dx1 (1)

式中 ,λ是光波波长 , f1称为标准焦距 ,当变换系统确

定时为常数。

图 1b为 Lohmann Ⅱ型分数傅里叶变换系统。输

入面和输出面之间的距离为 z,透镜的焦距为 f。当 z

和 f满足 z = f1 sin
pπ
2

, f = f1 / tan
pπ
4
条件时 ,输出函

数 u ( x)同样为输入函数 u ( x1 )的 p阶分数傅里叶变

换。当 f1和 p给定后 ,两种 Lohmann分数傅里叶变换

装置的系统参数 z和 f即可确定。

2　受硬边光阑约束和离轴失调 L ohmann光学

系统的分数傅里叶变换

　　Lohmann分数傅里叶变换系统是一个理想系统 ,而

实际光学系统大都受硬边光阑约束 ,透镜孔径本身就是

一个硬边光阑 ,需考虑硬边光阑对光束传播与变换的影

响。另一方面 ,由于各种原因造成的失调 ,需考虑两种

系统中透镜的离轴偏移量和微小倾斜角。对于薄透镜

来说 ,由于它对倾斜不敏感 ,因此仅考虑离轴偏移。

2. 1　L ohmannⅠ型分数傅里叶变换光学系统

如图 1a所示 ,考虑一维简单情况 ,以单位复振幅

平面光波垂直入射 ,入射面上的复振幅分布可表示为 :

u ( x1 ) = 1。硬边光阑之前的平面复振幅分布跟入射

面上的复振幅分布相同 ,即 : u ( x2 ) = 1。

设硬边光阑的半径为 B ,其孔径函数可表示为 :

A ( x2 ) =
0, x2 > B

1, x2 ≤B
(2)

那么 ,紧靠硬边光阑之后的平面上的复振幅分布为 :

u′( x2 ) = u ( x2 ) A ( x2 ) = A ( x2 )。假定透镜很薄 ,且有

一离轴偏移量ε,其后平面上复振幅分布为 :

u″( x2 ) = u′( x2 ) t ( x2 ) = A ( x2 ) t ( x2 ) =

A ( x2 ) exp - i
k
2 f

( x2 +ε) 2 (3)

k = 2π /λ为波数。根据自由空间菲涅耳衍射公式 ,输

出平面上光波的复振幅分布可表示为 :

u ( x) =
1

iλz
exp ( ikz)∫

∞

- ∞
A ( x2 ) exp - i

k
2 f

( x2 +ε) 2 ×

exp i
k

2z
( x - x2 ) 2 dx2 (4)

受孔径函数的约束 ,上式的积分区间实际上为 ( - B ,

+B ) ,无法进行解析积分 ,只能进行数值计算。MAO

等人 [ 9 ]分析了孔径函数利用有限项函数叠加的 3种表

示形式 ,讨论了各自最佳适用条件 ,在孔径较大的情况

下 ,孔径函数可用平顶多高斯光束模型展开如下 :

A ( x2 ) =
∑
N

n = - N

exp [ - ( x2 / b - n) 2
]

∑
N

n = - N

exp ( - n
2 )

(5)

式中 [ 10 ]
,

b =
B

N + 1 - ln ∑
N

m = - N

exp ( - m
2 )

1 /2
(6)

式中 , b为小高斯函数的半峰全宽 , B为孔径函数的半

峰全宽 (指峰值从任一侧下降到 1 /e时的宽度 ) ,即 N

个半峰全宽为 b的高斯函数按 (5)式叠加可形成类似

孔径函数的半峰全宽为 B的平顶多高斯光束模型 ,如

图 2所示。当 b确定后 , B可由 (6)式确定。图 3表示

了 N取值越大 , N项函数叠加表示的孔径函数越接近

实际硬边光阑。

Fig. 2　Aperture function illustration

Fig. 3　Comparison with real aperture when takes N different values

将 (5)式代入 (4)式得 :

u ( x) =
1

iλz
exp ( ikz)∫

∞

- ∞

∑
N

n = - N

exp [ - ( x2 / b - n) 2
]

∑
N

n = - N

exp ( - n
2 )

×

exp - i
k
2f

( x2 +ε) 2 exp i
k

2z
( x - x2 ) 2 dx2 (7)

011
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应用积分公式 :

∫
∞

- ∞
exp ( - l

2
x

2
- qx) dx =

exp q
2

4 l
2

π
l

, [Re l
2

> 0 ] (8)

将 (7)式化为 :

u ( x) =
1

iλz
exp ik z +

x
2

2z
-
ε2

2f
×

∑
N

n = - N

exp (- n
2 ) exp

ikx
z

-
2n
b

+
ikε
f

2

4 1
b

2 +
ik
2f

-
ik
2z

π

1
b

2 +
ik
2f

-
ik
2z

∑
N

n = - N

exp ( - n
2 )

(9)

2. 2　L ohmann Ⅱ型分数傅里叶变换光学系统

如图 1b所示 ,单位复振幅平面光波从左边垂直入

射 ,依次经过单透镜变换、硬边光阑 1、自由空间衍射、

硬边光阑 2,再通过单透镜变换后输出 ,假定两个孔径

大小不同 ,半峰全宽为 B 1和 B 2 ,而用于模拟两个孔径

的小高斯函数半峰全宽为 b1和 b2。当两个透镜都有

离轴失调 ,各自失调量为ε1和ε2时 ,那么输出面的复

振幅分布为 :

u ( x) =
1

iλz
exp ik z +

x
2

2z
-
ε2

1

2f
-

( x +ε2 ) 2

2 f
×

∑
N

n = - N

exp [ - ( x / b2 - n) 2
]

∑
N

n = - N

exp ( - n
2 )

×

∑
N

n = - N

exp (- n
2 ) exp

ikx
z

-
2n
b1

+
ikε1

f

2

4 1
b

2
1

+
ik
2f

-
ik
2z

π

1
b

2
1

+
ik
2f

-
ik
2z

∑
N

n = - N

exp ( - n
2 )

(10)

3　计算机模拟结果

图 4a、图 4c、图 4e、图 4g是 ( 9)式计算机模拟结

果 ;而图 4b、图 4d、图 4f、图 4h是 ( 10 )式计算机模拟

结果。其中激光波长λ = 0. 00006328cm,其它参数设

定如下 : b = 0. 3cm, b1 = 0. 3cm, b2 = 1cm , N = 25, f1 =

100cm ,ε= - 2cm ,ε1 = 2cm,ε2 = 1cm,由 (6)式可得相

应的光阑半峰全宽 B , B 1 , B 2分别为 : 7. 6 9 6 cm ,

　　

Fig. 4　Transformation results of p lane wave input of aperured and off2axis Lohmann’s fractional Fourier transform system

7. 696cm , 25. 654cm、而 p分别为 0. 2, 0. 4, 0. 6, 0. 8时

的输出光强和位相分布。如前所述 ,当 f1 和 p给定

后 ,两种 Lohmann分数傅里叶变换装置的系统参数 z

和 f即可确定。首先从图中光强分布得出结论 ,输出

光强分布与孔径函数一样 ,不存在孔径边缘误差较大

的现象。由于有限项复高斯函数和的模型 ,边缘存在

较大的误差 [ 7 ]
,由此 ,模型得出的输出光强分布将引

入较大的边缘误差。故顶多高斯光束模型模拟硬边光

阑优于展开成有限项复高斯函数和的模型。N = 25

时 , (5)式对硬边光阑的模拟已非常精确 ,因此 ,该模

型适合于研究光学系统的差异 ,分析误差来源等情况。

比较图中同一 p值时 ,两种系统输出光强分布与位相

分布可以看出 :当实际光学系统存在硬边光阑和透镜

离轴失调时 ,两种系统的分数傅里叶变换结果无论是

振幅还是位相都有差异 ,但在 p较小时 ,差异相对较

小。因此 ,两种系统已不再等效。图 5是其它参数不

变 , b = 0. 00005cm和 b1 = 0. 00005cm时输出光强分布

和位相分布。此时光阑半峰全宽 B , B 1 均为 :

0. 0013cm。可以认为是小孔衍射光强分布的分数傅

里叶变换。这时硬边光阑对输出光强分布的影响起决

111
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Fig. 5　Transformation results of p lane wave input of m icro2aperured and off2
axis Lohmann’s fractional Fourier transform system

定和主导作用的是衍射效应。从图 5可以看出 ,输出

光强分布已完全不是平面光波。但透镜离轴失调仍然

使光强分布和位相分布发生变化。故两种系统仍然不

等效。

4　结　论

对 LOMANN提出的两种分数傅里叶变换光学系

统 ,在受硬边光阑约束和透镜离轴失调时分数傅里叶

变换特点进行了研究 ,在选择硬边光阑平顶多高斯光

束模型展开式的基础上 ,得到了平面波输入时分数傅

里叶变换的高精度解析表达式 ,并给出了计算机模拟

结果。可以看到 ,在受硬边光阑约束和透镜离轴失调

时 ,两种分数傅里叶变换光学系统是有差异的 ,无论是

光强分布还是位相分布都将不同。从解析表达式和计

算机模拟结果可以看出其中的决定因素。这些结论对

Lohmann系统在光学信息处理如分数相关 ,特征识别

中的应用有一定的意义。
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始脉冲峰值功率最佳值 ;当初始脉冲中心波长位于反常

色散区时 ,正啁啾有利于光谱展宽 ,负啁啾则不利于光

谱展宽 ,对给定的光纤长度可得出一个光谱最宽的啁啾

点。这些结论对优化超连续谱提供了理论依据。
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