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摘要: 为了准确地研究图像奇异性以及各部分的属性及特征,采用一种基于亚像素边缘测度的多重分形算法, 该算

法根据方形孔径采样定理计算亚像素位置的梯度面密度函数值和图像任意子集 (半径可以达到亚像素精度 )的边缘测

度, 进而利用多重分形理论将实际图像分割成一系列具有不同奇异性指数的分形集合。并利用含有不同信息含量的分

形集合重建原图像算法, 实现了图像从纹理到边缘各层面内容的精确划分。对该算法进行了理论分析和实验验证, 得到

3 � 3亚像素方法提取的边缘信息重构原图像,其峰值信噪比达到 14. 76dB。结果表明, 重建图像峰值信噪比主要依赖于

所提取的边缘信息质量以及重构系数比,提取的各层面信息与人类的视觉系统所捕获的重要信息相吻合。
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Abstrac t: In o rder to analyze im age singu lar ity and the fea tures o f the d ifferent sections, a new mu ltifrac tal a lgor ithm based

on sub�p ixe l edgem easure is proposed. The g rey leve l gradient area density function and edge�measure o f random subse ts( radii

can reach the prec is ion o f sub�pixel) w ere obta ined by the square aperture sam pling law on the pos ition o f sub�pix e.l U tilized the

mu ltifracta l fram e, the im age cou ld be segm ented into a se ries o f fracta l sets o f the d iffe rent singu la rity exponents. A t the sam e

tim e, the reconstruction a lgor ithm w as presented by using the d iffe rent inform ation content o f m ultifracta l subset. So the im age

could be div ided from texture to edge precise ly. A t last, the a lgor ithm w as ana lyzed and exam ined. The da ta show ed that the

reconstruction PSNR w as 14. 76dB from the edge extracted by 3 � 3 sub�p ixe ls me thod. The resu lts show that the peak signal�to�

no ise ra tio o f the reconstruction im age depends on the ex tracted im age edge qua lity and the coefficient ratio o f the reconstruction

and the informa tion of the different layers of the im age a re identica l w ith the important inform ation from the hum an v isua l

reception.
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引 � 言

图像奇异性分析包含图像分割、特征提取以及模

式识别等内容
[ 1]

, 旨在奇异性分析的经典图像处理算

法已广泛应用于医学、工业自动化及旅游文化等领域,

它有助于人们了解自然界中的复杂事物和探索人类的

视觉系统。但是,对于复杂的、紊乱的、不规则的流变

特性
[ 2]
的图像很难用经典方法分析和处理。由于自

然界中大量景物的图像表现形式均符合流体变化性

质,作者拟采用多重分形理论并结合具体图像的物理

和统计特性进行图像奇异性分析
[ 3]
。通过这种方法,

图像可按照不同的分形集合被分解为从尖锐边缘到平

滑纹理的各个层面。自上世纪 90年代初至今, 许多基

于多重分形理论的研究工作被报道
[ 4 ~ 6 ]
。 2000年

DECOSTER提出了基于小波模极大值的多重分形图

像分形算法。但是没有提出从最锐利边缘到不同纹理

层面重建原图像的算法,因此, 对应不同层面的视觉重

要性及相关性无法分析。 1998年至 2002年, TUR IEL

等人发表了一系列的文章
[ 7, 8]
。通过定义图像中像素

点局部邻域内图像对比度的梯度积分作为测度 �, 然
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后提出基于速降函数投影的图像多重分形分解方法。

作者在 TUR IEL等人的工作基础上, 提出一种新的基

于亚像素边缘测度的多重分形算法 ( sub�p ixe l edge�
m easure m u ltifracta l algor ithm, SEMA )。实验显示, 此

方法在图像奇异性分析中具有较高的品质因数和峰值

信噪比。

1� 多重分形理论框架

多重分形理论最初起源于对紊乱流体运动状态的

研究, 是一种揭示在复杂系统中不同尺度下事物的发

展变化规律的工具。在图像空域中, 定义灰度图像记

为 E ( x)  R
2
, x表示图像指定像素的坐标向量, R

2
为

图像的定义域。参考文献 [ 7]中定义正边缘测度 �的

密度为 d�( x ) = �E ( x ) d( x )。 �E ( x )表示给

定图像的空间梯度的模, 令 � 为图像 E ( x )像素域的

任意子集,赋予子集 � 的正边缘测度:

�(� ) = !� dx �E (x ) ( 1)

式中, �(� )为子集 �的边缘测度, �( � )表征了指定像

素局部范围内灰度值梯度的变化程度。实际上, 根据

多重分形的理论,并不是对固定尺度上每一个像素的

边缘测度感兴趣, 而是关心在不同尺度下 �( � )的变

化规律。给定中心位于 x处, 任意半径为 r的球形区

域,如果 �( � )满足下式:

�(B r (x) ) ∀  (x) r
d+ h (x )

( 2)

则称为多重分形边缘测度
[ 8 ]
。这里 r充分小, 一般只

有几个像素的大小,  ( x )为与尺度无关的量, d为空

间维数 (对于图像空间 d = 2)。指数 h ( x)称为图像的

奇异性指数,它描述的是在 x处 B r ( x )范围内图像的

变化规律, h( x )可以通过 ( 2)式的对数回归方法求得。

但由于离散数字图像中尺度为 r时的球形区域一般不

是包含整数个像素, 直接运用 ( 1 )式、( 2)式求得的

h( x )误差较大
[ 9 ]

,选用速降函数投影的方法会使结果

得到改善。当速降函数满足特征函数或紧支撑函数性

质时, 多重分形边缘测度与速降函数的卷积结果与尺

度 r满足下述幂指数关系:

T ! �(x, r ) ∀ ∀(x ) r
h ( x)

( 3)

式中, ∀( x )是与尺度无关的量, 由 ( 3)式通过 log�log

回归可求出 x处奇异性指数 h ( x ),即在 x处图像的变

化规律,按照 h (x )的大小将把原图像各个像素点按照

信息量的多少分成多个层面, 分别对应从尖锐边缘到

平坦的纹理部分。例如,分形集合 Fh 0定义为:

Fh0 = {x  im age | h (x ) = h0 # #h } ( 4)

则属于此分形集合的像素点将表示图像中的某个结

构。

2� 亚像素多重分形算法 ( SEMA)奇异性分析

为了得到每个像素点的精确奇异性指数 h ( x )值,

提出基于亚像素位置灰度级梯度 �E ( x )的计算边缘

测度的新方法。首先,对灰度图像实施梯度算子运算:

�E =
∃E
∃x
∃E
∃y

T

, T表示转置运算。图 1表示梯度域

� �

F ig. 1� S ch em at ic p lan of the rad ii r circular n eighborhood

中,中心在 x处的矩形邻域,其中半径为 r的灰度圆形

区域表示 B r ( x )。由于多重分形边缘测度是对连续图

像采取连续速降函数投影来产生的, 但对于离散数字

图像而言,其灰度值是位置坐标的采样函数 (即 %函

数 ) ,只有在整数坐标位置有值, 而在其它地方为 0。

故直接在离散图像中 B r ( x )局部求取边缘测度, 将带

来一定误差。根据方形孔径采样定理
[ 10 ]

,数字图像中

的像素灰度值是 CCD像素感光面上各部分光强综合

作用的结果,是位置 ( x, y )的函数,且是不连续的离散

矩阵。即:

E ( i, j) = !
j+ 0. 5

j- 0. 5 !
i+ 0. 5

i- 0. 5
g ( x, y ) dxdy ( 5)

式中, E ( i, j )表示原单位像素的灰度值, g ( x, y )表示单

位像素范围内的灰度面密度分布函数。同样, 其数字

图像的像素梯度值也可看作一连续变化的梯度面密度

函数经过面积分后的结果,因此,可以利用二次曲面来

拟合连续的梯度面密度函数, 设二次曲面的形式为

g ∃( x, y ) = ax
2

+ by
2
+ cxy+ dx + ey+ f,其中 a, b, c, d, e,

f为参数, 利用至少 6个离散的整数位置取样像素点的

梯度值可以求出二次曲面函数的 6个控制参数, 然后

利用下式的归一化过程,求得亚像素位置的梯度面密

度函数值:

g %(x, y ) =
g∃( x, y )

!
j+ 0. 5

j- 0. 5 !
i+ 0. 5

i- 0. 5
g∃( x, y ) dxdy

( 6)

式中, g%( x, y )表示在亚像素位置 ( x, y )的梯度面密度

函数。然后,按照每个像素所分成的亚像素个数及其

位置坐标,求出每个亚像素位置的梯度面密度函数值。

则 ( 3)式中 T ! �( x, r)应定义为:

643
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T! �(x, r ) = !B
r
( x )

[g %( y ) d�( y ) ]
1

r
d !

x - y
r

( 7)

通过此方法可以得到,在 x处较精确的速降函数投影

T! �( x, r )值。这里选用的邻域大小分别为 {B r
i
( x ) |r i =

r1, &, r5 }, 且 r i的选择与所要观察的局部奇异性有

关。以 #h( # 0. 15)为间隔, 将得到的所有像素点的

奇异性指数进行排序, 计算相应的概率和分布函数。

把分布函数在 99%和 95%所对应的奇异性指数的平

均值定义为 h ∋ , 则把下式所对应的点的集合 Fh
∋

=

FM SM = {x |h∋ - #h ( h ( x1 ) ( h∋ + #h }定义为最奇异

流形 ( most singu lar m anifo ld, M SM ), 通过大量的实验

观测可知此集合对应于图像的边缘轮廓。同时按照所

生成的流形所含的信息量的大小又可以定义 n阶最奇

异流形集合: Fn, M SM = {x |h ∋ + ( 2n - 3) #h( h ( x1 ) ( h ∋

+ ( 2n- 1) #h}, n = 1, 2, 3。将上述方法应用于对 Lena

( 256 �256 pixels) 图像的奇异性分析中,选用的速降

函数为高斯小波 ! ( r ) = exp( - 1 /2r
2
) ;相应的圆形邻

域的半径为 { ri = 1, 2, 2, 2 2, 3p ixe l size}。原单位像

素被 1 � 1, 3 � 3网格分成 1, 9个亚像素,为了对比亚

像素多重分形算法与其它经典的奇异性分析算子的性

能优劣,同时利用 LoG算子、亚像素多重分形算法对

Lena图像进行边缘提取, 结果如图 2所示。图 2a显

� �

Fig. 2� The processing results of the im age ofLena us ing LoG oprator,

the original p ixel and the SEMA ( size of 1 / ( 3 � 3 ) ) m eth od

示原标准图像; 图 2b显示运用 LoG算子处理后的结

果 ( & = 2,阈值为 0. 003); 图 2c、图 2d两图分别是采

用亚像素多重分形算法 (亚像素为 1 / ( 1 � 1 )和

1 / ( 3 � 3)像素大小 ) 处理的结果。计算得到的 h ∋ 为

- 0. 48和 - 0. 445,从图中结果可以看出, 采用多重分

形方法可以有选择的提取图像的边缘部分,较之经典

方法,可以更有效的处理图像的奇异性, 例如图 2b中

包含了除边缘以外的一些纹理信息。而且由于实施了

亚像素多重分形算法,使得提取的结果更加精细,与人

类的视觉系统所捕获的重要信息相吻合。

3� SEMA重构原图像

记某一分形集合 Fh0 ( ( 4)式所示 )的特征函数为

%F
h0

( x) ,即指定的像素点属于该分形集 = 1合%F
h0

( x ),

否则记为 0。则定义 VF
h0

( x )为 Fh 0的梯度场, 则

VF
h0

( x ) = �E ( x ) %F
h0

( x )。文献 [ 11]中阐述了由梯度

场 VF
h0

( x )通过确定性传播函数可以重建该分形集合

所对应的原灰度图象场 EF
h0

( x )的理论。即:

EF
h0
(x ) = !F

h0

dy) p (x - y ) ) VF
h0
( y ) =

p (x )  VF
h0
(x) ( 8)

式中,  表示卷积运算符, p ( x)表示确定性传播函数。

在频域中, ( 6)式可以表示为如下形式:

E
^

F
h0
(f ) = g

^
( f )) V

^

F h0
(f ) ( 9)

式中, E
^

Fh0
( f ) , g

^
( f ) , V

^

Fh0
( f )分别表示E

^

Fh0
( x ), g

^
( x ),

V
^

Fh0
( x )的傅氏变换且 g ( f ) = 1 /f。按照前述方法所求

的 Fh0,计算该集合对应图像的 �EF
h0
梯度场及其相应

的向量 VF
h0

( x )场。然后将在频域二维向量场

V
^

Fh0
( f ) , ( V

^

F h0
( fx ), V

^

Fh0
( fy ) )与确定性传播函数 g

^
( f ),

( g
^

( fx ), g
^

( fy ) )相乘, 得到相应重构图像二维傅氏变换

结果E
^

F h0
( f )。最后通过傅氏反变换得到空域中的重

建结果。图 3中显示了由图 2c和图 2d提取的边缘重

� �

F ig. 3� Orig inal im age from m ult ifractal sets

a∗ h ( x ) = - 0. 48 # 0. 15� b∗ h (x ) = - 0. 445 # 0. 15

构的原图像。其中,图 2c所提取分形集的奇异性指数

范围 h ( x) = - 0. 48 # 0. 15; 图 2d所对应的奇异性指

数范围 h( x ) = - 0. 445 # 0. 15。通过 ( 8)式得到的重

构图像的峰值信噪比 ( peak signa l�no ise rat io, PSNR)分

别为 PSNR1 / ( 1 � 1) = 14. 07dB, PSNR1 /( 3 �3 ) = 14. 76dB。

对比图 2c、图 2d和图 3a、图 3b可以看出,由最奇异流

形集合重构图像的质量主要依赖于前期所提取的边缘

质量,即由亚像素多重分形算法提取的边缘效果明显

644
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好于一般的多重分形方法。例如,在图 3a中重构图像

比较模糊,从图中只能识别很少的特征点,其主要原因

在于前期的边缘没有精细、完整的提取,导致了一部分

纹理 (低频 )和边缘 (高频 )信息的缺失。实际上,图像

重构提供了一种检验边缘提取效果的直观方法。同

时,在最奇异流形集合基础上通过增大扩大分形集合

Fh0的范围, 即增加重构系数的数目考察重构图像的峰

值信噪比。这里 #h每增加 0. 01, 利用 ( 4)式、( 9)式

计算相应重构图像的信噪比, 得到图 4所示结果, 图

� �

Fig. 4� PSNR of th e recons truct ion im ages from the d ifferent th em u l�

t ifractal coefficien t ratio

中横坐标表示不同分形集合的重构系数比, 它表示

( 4)式所定义的分形集合所包含的像素数目与全体像

素数之比。从图中可知,随着重构像素数的增加,重构

图像的信噪比有明显的上升趋势。因此,获得尽量多

的边缘信息有助于得到较高的重构质量。

4� 结 � 论

利用 SEMA进行图像的奇异性分析方法,利用此

方法计算奇异性指数,结果准确、可靠,鲁棒性强,且检

测的图像最奇异流形集合蕴含了图像中视觉最重要的

部分。通过提取的分形集合重构原图像, 为我们提供

了一种检验边缘提取效果的直观方法。为后续的工

作,例如基于轮廓的图像编码打下良好的基础。
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激光切割一样得到广泛的应用, 并产生良好的经济效

益和社会效益。
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