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柯林斯公式的近似计算及应用研究
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摘要: 为了验证柯林斯公式的一种近似计算方法,对光波通过方形孔径光阑及一薄透镜时的衍射图像进行理论计

算, 并与实验结果进行比较。研究结果表明, 理论计算与实验结果一致。利用该方法对透镜的焦距进行了测量, 将测量

结果与传统方法测得的焦距进行比较,两者误差不到 1%。
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Approx imate calculation of Collins� formula and application research
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Abstrac t: In o rder to va lida te the approx im ate a lgor ithm o f Co llins� formu la, the d iffraction im ages for a light w ave that

passes a th in lens from a quadra te ape rture w ere evalua ted num erically and com pared w ith the experim enta l results. It is show n

tha t the experim enta l resu lts are in agreem ent w ith the computation resu lts. The re fo re, th is approx im ate m ethod is app lied to the

m easurement o f the lens focus, and the fo cus e rror be tw een the approx im a tem ethod and traditiona lm ethod is less than 1% .
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引 � 言

长期以来,衍射计算一直是光学中遇到的最困难

的问题之一
[ 1 ]
。近年来, 由于计算机技术的飞速发

展,计算机的应用为完成衍射计算提供了极大的方便。

目前, 已经形成许多衍射的计算方法。如 GRAVEL-

SAETER等人
[ 2]
把相位和振幅线性化的方法应用到基

尔霍夫衍射积分中, 近似地获得了积分的解析解。但

该方法只适用于矩形孔径的衍射问题。 STAMNES等

人
[ 3]
提出了对一维基尔霍夫公式的振幅和相位因子

做二阶抛物面近似, 并提出虽然繁杂但可以计算任意

形状孔径的衍射积分。KRAUS
[ 4]
提出了基尔霍夫衍

射积分的线有限元和面有限元公式。其中,用四次等

参数元来分割衍射孔径,一个任意孔径的衍射问题被

分解为若干基元衍射之和, 每一个基元的场分布可以

通过数值高斯求积分方法求出。

但是,以上的衍射计算研究考虑的只是光波在介

质空间中传播时从一个空间平面到另一个空间平面的

计算问题,当光波通过由多个元件及不同性质的介质

空间组成的光学系统时,如果要进行严格的计算,必须

将光学系统分解成可以直接使用基尔霍夫公式为代表

的经典标量衍射计算公式的子系统, 通过对各子系统

的光波场的空间追迹, 完成衍射计算
[ 5]

, 在处理实际

问题时仍多有不便。 1970年, 柯林斯基于矩阵光学及

程函理论,根据菲涅耳衍射积分导出了十分方便的柯

林斯公式
[ 6]

, 当光学系统可以用四矩阵元素 ABCD描

述时,可以通过一个二重积分表达式完成光波通过光

学系统的衍射计算问题。理论分析表明
[ 5]

, 柯林斯公

式也可基于 1896年瑞利提出的出射光瞳衍射近似及菲

涅耳衍射积分导出, 并且,柯林斯公式的数学形式与菲

涅耳衍射积分十分相似,对菲涅耳衍射积分的所有计算

方法在原则上也能直接移植于柯林斯公式的计算。

作者首先回顾柯林斯公式的代数运算方法
[ 5]

, 然

后对光波通过方形孔径光阑及一薄透镜时的衍射图像

进行理论计算并与实验进行比较, 以对所提出的近似

计算方法的可行性作出证明。最后将该近似计算方法

用于薄透镜焦距的测量,并将测量结果与传统的牛顿

环法
[ 7]
进行了比较。

1� 柯林斯公式的代数运算

下面首先回顾入射平面是矩形孔的柯林斯公式的

代数计算方法,给出近似计算公式,为数值计算光衍射
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场作准备。

由于任意形状的衍射孔总可以由不同尺寸及不同

数量的矩形孔的叠加足够准确地描述, 只要研究入射

平面上的透光孔是一个任意位置矩形孔的衍射问题,

便能根据衍射积分的线性叠加性质综合出入射平面是

任意形状透光孔时的柯林斯公式的计算方法。因此,

设光学系统的入射平面是一个边长分别为 2Lx i, 2Lyi的

矩形孔,照明光源的复振幅为 U0 ( x1, y1 ), 矩形孔的两

边分别与坐标轴平行,中心在 ( x0i, y 0i )处。

通过数值分析,并引入符号函数 sgn( ) , 得出以下

计算式
[ 5]

:� � � � U( x, y ) =
exp( ikL )

iA
exp i

kC
2A

( x
2
, y

2
) �

[ U00 (x, y ) + U0x (x, y ) + U0y ( x, y ) ] ( 1)

式中,

U00 ( x, y ) =
1

2
U0

x

A
,
y

A
{ [C ( �2i (x ) ) -C (�1i ( x ) ) ] +

isgn(AB ) [S (�2i ( x ) ) - S ( �1i ( x ) ) ] } �
{ [ C ( �2i ( y ) ) - C ( �1i (y ) ) ] +

isgn(AB ) [S ( �2i (y ) ) - S (�1i (y ) ) ] } ( 2)

当 U0代表未经变换的,直接来自激光设备的激光振幅

分布时,光束分布的空间变化率不高,在光学系统的傍

轴区, 只使用 ( 2)式简明研究光波通过矩形孔衍射时

的光场分布, 也能够得到很好的结果。 ( 2)式中,

S ( x ), C ( x )是菲涅耳函数,可以近似为
[ 5]

:

S ( x ) =

x sin{ 0. 5567exp[- (1. 5545x- 1. 9941)
2
] }, ( x� 2)

1

2
-

1- 0. 049exp[- 2(x- 2) ]

�x
cos �

2
x

2
, ( x> 2)

( 3)

C (x ) =

x co s(0. 6855x
2
), ( x � 1)

1
2
+

1- 0. 121exp[- 2(x- 1) ]
�x

s in �
2
x

2
, ( x> 1)

( 4)

通过验证, ( 3)式、( 4)式的计算结果与菲涅耳函数准

确值的相对误差通常不到 1% , 使用这个结果显著提

高了计算衍射问题的效率。于是, 入射平面透光孔是

矩形孔的柯林斯公式可以转化为代数式计算。

根据上述公式, 则可以通过下式计算光波经过矩

形孔径光阑及 ABCD系统衍射后的强度分布:

I (x, y ) = U ( x, y )U
*
( x, y ) ( 5)

可见, 对于一个复杂的衍射孔, 只要将其分解为若干不

同尺寸的矩形孔之和,便能够通过各矩形衍射孔衍射

场复振幅的叠加获得其解
[ 5]
。

当照射光为单位振幅均匀平面波, 矩形孔的边长

足够大时,利用上述结果, 有下述直边衍射条纹的间距

公式
[ 5]
。

从几何投影边界算起, 第 n个衍射亮条纹到投影

边界的距离为:
� � � � � � Dmax ( n ) =

2n + 1 + 2n + 1 /2
2

�

�BA , ( n = 0, 1, 2, � ) ( 6)

以零级衍射亮条纹为基准, 相邻衍射亮条纹与零级衍

射亮条纹的间隔为:� � � � � S ( n ) = 1

2
�AB �

[ 2n + 1 + 2n + 1 /2 - 1 - 1 /2] ( 7)

不难看出, ( 7)式简明地描述了直边衍射条纹分布与

ABCD系统参数的关系, 它是由柯林斯公式的代数运

算方法得出,因此,可以利用 ( 7)式来计算衍射条纹间

隔并通过与实验结果的比较, 以证明近似计算的可行

性。在稍后的讨论中可以看出, 该式可以应用于透镜

焦距的测量。

2� 模拟结果和实验的比较

为了验证上述近似计算的可行性,先对如图 1所

示的光路的衍射图样进行数值模拟。图中,准直后的

� �

F ig. 1� The op tical system for the experim en t

H e-N e激光经扩束镜扩束后, 形成平行光照射到具有

一个方孔的光阑上,方孔边长 10mm,透过光阑的光波

传播到待测透镜 f并穿过透镜到达观测屏。其中, d0

和 d i分别为光阑平面到待测透镜平面的距离以及待

测透镜到观察屏的距离。根据矩阵光学理论, 无透镜 f

情况时的光学矩阵为:

A B

C D
=

1 d i

0 1

1 d0

0 1
=

1 d0 + d i

0 1
( 8)

插入透镜 f后光学矩阵为:

A B

C D
=

1 d i

0 1

1 0

- 1 /f 1

1 d0

0 1
=

1 - d i /f d0 ( 1 - d i /f ) + d i

- 1 /f 1 - d0 /f
( 9)

式中, f为待测透镜焦距。令照明光阑的光波是波长

�= 632. 8nm的均匀平面波, 根据 ( 8)式、( 9)式及实验

测量确定的矩阵元素后,代入 ( 5)式及相关各式, 可求

得观测平面衍射场的强度分布。将计算结果处理成

0~ 255等级的强度后,用计算机形成相应灰度等级的

模拟衍射图像,如图 2所示。
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Fig. 2� The s im ulated d iffract ion im ages

a� the d iffract ion im age b efore the th in lens in op tical sys tem ( size 1 cm �
1cm, d

0
+ d

i
= 141. 5cm ) � b� the diffraction im age after the th in len s in

op tical system ( size 5. 1cm � 5. 1cm, d 0 = 15. 5 cm, d i = 126. 0 cm )

然后根据图 1的实验光路做了两组实验。第 1组

实验是在光路中不放入待测薄透镜 ,f移动 3次观察

屏,得到 3张衍射图; 第 2组实验是在光路中放入待测

薄透镜 ,f固定 f的位置, 只移动观察屏, 再得到 3张衍

射图。在观测平面上用全息干版记录衍射光波场的强

度分布。全息干版经曝光、显影、定影、漂洗及干燥后,

可以通过所记录的灰度图像观测衍射场的强度分布。

作为实例,图 3是两幅实测图像。

F ig. 3� The d iffract ion im ages gett ing from the experim en t

a� the d iffract ion im age before the th in lens in op tical system ( real s ize

1cm � 1cm, d0 + d i = 141. 5cm ) � b� th e diffraction im age after the th in lens

in opt ical system ( real s ize 5. 1 cm � 5. 1 cm, d0 = 15. 5cm, di = 126. 0cm )

将实验图像与模拟图像进行比较, 获得满意结果。

不难看出,如果忽略照明光强度分布及全息片感光或化

学处理引入的不均匀性, 模拟计算与实验测量十分相

似,特别是理论模拟的干涉条纹分布与实验测量吻合甚

好。为定量说明这一点,表 1是对两个不相同探测距离

得到的衍射图样,分别以零级衍射条纹为基准, 给出直

边衍射亮纹间距的理论计算与实验测量的比较。

表 1中, 第 2, 第 6列为根据柯林斯公式的近似计

� � Tab le 1� Com pared betw een th eory and experim en t resu lts for bright striape of d iffract ion at differen t detection locat ion

d i = 1260mm
theory in terval of

stripe /mm

experim ent interval

of st ripe/mm
relative error /% di = 1459mm

theory in terval

of s tripe/mm

experim en t in terval

of strip e/mm
relative error /%

S ( 1) 0. 986 0. 978 0. 8 S ( 1 ) 1. 130 1. 131 0. 1

S ( 2) 1. 627 1. 624 0. 2 S ( 2 ) 1. 865 1. 896 1. 7

S ( 3) 2. 142 2. 152 0. 5 S ( 3 ) 2. 456 2. 497 1. 7

S ( 4) 2. 584 2. 637 2. 0 S ( 4 ) 2. 962 2. 992 1. 0

S ( 5) 2. 978 3. 021 1. 4 S ( 5 ) 3. 414 3. 480 1. 9

算,由 ( 7)式得到的亮条纹间距结果, 第 3,第 7列为实

际测量得出的亮条纹间距结果。可以看出,理论计算

与实际测量之间的相对误差最大只有 2% ,因此,这种

代数近似计算方法是可行的。

3� 薄透镜焦距的测量

以上验证了这种柯林斯公式近似计算方法的可行

性,因此,可以把它应用于薄透镜焦距的测量。

根据 ( 9)式有:

AB = d0 ( 1 - d i /f )
2
+ d i ( 1- d i /f ) ( 10)

由于 ( 7)式建立了衍射条纹间距与 ABCD光学系统中

矩阵元素 A和 B乘积的关系, 且光波通过矩形孔或直

边衍射孔后衍射图像上的衍射条纹间距容易测量, 因

此, ( 10)式中 AB 的值能够通过衍射亮条纹的间距

S ( n )求出, d0, di的值可以直接测量,因而可以解方程

( 10)求出薄透镜焦距 f。表 2是一组测量薄透镜焦距

的实验数据及测量结果。

根据 3张实验衍射图, 最终得到薄透镜焦距的平

均值 f = 20. 7cm。

Table 2� The experim ent data and resu lts abou t focu sm easu rem ent

d 0 = 15. 5 cm, di = 126. 0 cm

S ( n) /mm

S ( 1) S ( 2) S ( 3) S ( 4) S ( 5 )

0. 978 1. 624 2. 152 2. 637 3. 021

AB /m 2. 344 2. 375 2. 405 2. 482 2. 452

focus f / cm 20. 2 20. 5 20. 8 21. 8 21. 4

为对所求焦距测量的可靠性进行验证, 用牛顿环测

透镜曲率半径的方法
[ 7]
对同一透镜进行了测试,得出透

镜的焦距为 f = 20. 55cm。可见,测量结果是可靠的。

4� 讨论与结论

对柯林斯公式的一种近似计算方法进行了计算机

模拟和实验验证,通过对模拟结果和实验结果的比较,

证明了这种近似方法的可行性。另外, 由于所研究的

衍射近似计算方法是把柯林斯公式转化为代数式, 因

此,该近似计算方法大大提高了计算效率。最后,将该

计算方法导出的直边衍射条纹公式应用到透镜焦距的

测量,并对测量结果进行了讨论。期望所做的工作能

为衍射计算研究及光学测量提供有益的参考。

(下转第 305页 )
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效果, 然而由于其机理复杂,影响因素众多,目前,国际

上对其机理的研究还很不深入,我国在这方面的研究才

刚刚开展,研究细微颗粒的短脉冲激光清除对于我国

工业技术创新和学术理论的丰富完善有着重要意义。
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