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摘要: 相位展开是光学干涉相位测量技术中的重要步骤,由于噪声、欠采样等因素的影响, 精确的相位展开变得非

常困难。将相位的二阶差分和最小费用流算法结合,提出一种以相位的二阶差分作为最小费用流权重的相位展开算法。

模拟计算表明, 该算法既可有效地避免枝切法由于连接的枝切形成闭合区域导致局部相位不能展开的问题,又可减小最

小二乘法近似逼近带来的较大误差,相对于未设置权值的最小费用流算法, 提高了其相位展开的精度。对三维形貌测量

中的实验数据相位展开结果,证明了该算法的有效性。
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Abstrac t: Phase unw rapping is an im portan t step fo r precise phasem easurem ent in optica l interferom etric techn iques. Due

to the effect of no ise and undersam pled reg ion, an accura te phase unw rapping has been quite difficu lt. A new phase unw rapp ing

a lgo rithm based on phase second d ifference and m in imum cost flow a lgor ithm is presented. Com puter sim ulation shows: it can

avo id lo ca l incomp le te unw rapping problem that inter laced cuts produce closed reg ions in branch cut algor ithm and reduce the

e rrors caused by least square unw rapp ing a lgo rithm. Com pa ringw ith the unw e ighted m in imum cost flow a lgor ithm, it a lso im proves

the phase unw rapp ing prec is ion. The phase unw rapp ing result on real data in 3-D shape m easurem ent verifies the valid ity of the

a lgo rithm.
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引 � 言

随着固态面阵探测器和计算机的快速发展, 激光

干涉测量术 (莫尔、散斑及全息干涉等 )由于其全场

性、非接触性、测量精度高等优点广泛地应用于测量物

体的一系列物理信息,如位移、应变、振动、表面形状和

折射率等。在这些技术中, 被测的物理量信息一般都

调制在二维条纹图的相位变化中, 常用于解调条纹图

相位信息的方法
[ 1]
主要有:相移法和单幅载波条纹的

傅里叶变换法。无论采用哪一种方法, 都只能得到位

于 ( - �, �]之间的包裹相位,从包裹相位中恢复出原

始相位的过程,即为相位展开过程。因此,相位展开就

成为所有条纹类图像自动处理的一个重要环节。

对于理想的包裹相位图, 只要对包裹相位的行列

分别进行扫描即可得到正确的相位展开结果, 但是实

际得到的包裹相位图却因为包含噪声、阴影、以及欠采

样等情况,致使二维相位展开问题变得非常复杂。近

20多年来,国内外学者提出了各种相位展开的算法,

其中有代表性的主要有枝切法
[ 2]
、最小二乘法

[ 3]
、最

小网络法
[ 4]
。但是枝切法当残余点较多时,连接的枝

切容易形成闭合的回路,使局部区域的相位不能得到

展开
[ 5]
。最小二乘法将最小化期望相位面与真实相

位面之间的相位梯度之差为目标函数, 在最小二乘意

义上逼近真实相位面。该方法具有很强的抗噪声作

用,但是对噪声平滑的过程中, 也会带来较大的误差。

而 COSTANTIN I
[ 4]
提出的最小费用流 ( m in im um cost

flow, MCF)算法,既有很强的抗噪声能力,又能够很好

地保持与包裹相位的一致性。因此, 得到了一些学者

的重视和发展
[ 6~ 8]
。但是, 他们主要是基于对 InSAR

包裹相位的处理,通常以 InSAR图中相关系数作为权
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重。作者提出以相位的二阶差分作为最小费用流相位

展开算法中的权重,并用 GOLDBERG编写的求最小费

用流程序 CS2实现求解。模拟计算表明,该算法既可

有效的避免枝切法由于连接的枝切形成闭合区域导致

局部相位不能展开的问题, 又可减小最小二乘法近似

逼近带来的较大误差,相对于未设置权值的最小费用

流算法,提高了其相位展开的精度。将该算法应用于

物体三维形貌的测量,其相位展开的结果证实了该算

法的实际可行性。

1� 最小费用流相位展开算法原理

假设 � ( x, y )为待求相位, 包裹相位 �( x, y )即为

待求相位 � ( x, y )在二维网格上关于 2�的模,数学描

述为:

�( x, y ) = W [ � (x, y ) ] =

m od{ [ �+ � ( x, y ) ], 2�} - � ( 1)

式中, W为包裹算子,使 W [ � (x, y ) ] � ( - �, �], m od

为求余运算。如果待求相位相邻相位差小于 �,

� � ( x, y ) < �,即满足 Shannon采样定理,则可以通

过对包裹相位的包裹运算得到待求相位的梯度,即:

� � ( x, y ) = W [ � �(x, y ) ] ( 2)

这样通过对待求相位的梯度进行积分, 就可以得到待

求相位。但是实际由于噪声、阴影、欠采样等因数的影

响,很显然由包裹相位的梯度是无法正确得到待求相

位的梯度。通常相位展开的基本思想就是求满足待求

相位梯度与包裹相位梯度最小范数解。其目标函数

为: m in{�
x, y
� x � (x, y ) - W [ � x�( x, y ) ]

p
+

�
x, y
� y � (x, y ) - W [ � y�( x, y ) ]

p
} ( 3)

由于待求相位梯度与包裹相位梯度之间的差别总是

2�的整数倍,故待求相位梯度与包裹相位梯度之间在

x和 y方向应该满足下式的关系:

� x � ( x, y ) = W [ � �x (x, y ) ] + 2�kx ( x, y )

� y � ( x, y ) = W [ � �y (x, y ) ] + 2�ky ( x, y )
( 4)

式中, kx (x, y )和 ky ( x, y )为整数,一般 kx ( x, y ), ky ( x,

y ) � { - 1, 0, 1}。将 ( 4)式代入 ( 3)式,令 p = 1, 并引

入权重 c1 ( x, y )和 c2 (x, y )后, ( 3)式为:

m in{ �
x, y

c1 ( x, y ) kx ( x, y ) +

�
x, y

c2 (x, y ) ky ( x, y ) } ( 5)

( 5)式即为最小费用流算法的目标函数, 当 c1 ( x, y ) =

c2 ( x, y ) = 1, 最小化 ( 5)式即为 FLYNN提出的最小断

点法
[ 5]
。 COSTANTIN I

[ 4]
基于网络规划的理论, 将最

小化 ( 5)式转化为网络里求最小费用流问题, 通过最

小费用流算法得到 kx ( x, y )和 ky ( x, y ), 再通过 ( 4)式

得到待求相位梯度,对其进行积分即可得到待求相位。

2� 基于二阶差分的加权最小费用流相位展开
算法

2. 1� 以二阶差分为最小费用流算法的权重

二阶差分在很多相位展开算法都得到了应用, 文

献 [ 9]中以二阶差分来作为相位展开时划分可展开区

域和不可展开区域的判据, 文献 [ 10]中以二阶差分作

为选择相位展开路径的依据, 文献 [ 11]中以二阶差分

作为正则化的二项式函数。由于二阶差分可以较好的

区分相位的跳变点和跳变线, 作者提出以二阶差分的

大小来作为最小费用流相位展开算法中的权重。如图

1所示 � ( x, y )的邻域,待求相位 � (x, y )二阶差分的

� �

F ig. 1� � (x, y ) neighborhood

定义为:

�x2 ( x, y ) = � ( x + 1, y ) - 2� (x, y ) + � ( x - 1, y )

�y2 ( x, y ) = � ( x, y + 1) - 2� (x, y ) + � ( x, y - 1)

�xy ( x, y ) = �yx ( x, y ) = � ( x + 1, y + 1) -

� � � � � � ( x, y + 1) - � (x + 1, y ) + � ( x, y )

( 6)

待求相位的二阶差分可以由包裹相位的二阶差分得

到:

�x 2 ( x, y ) = W [ � x�( x + 1, y ) ] - W [ � x�(x, y ) ]

�y2 ( x, y ) = W [ � y�( x, y + 1) ] - W [ � y�(x, y ) ]

�xy (x, y ) = �yx ( x, y ) = W [ � x�( x, y + 1) ] -

� � � � � W [ � x�( x, y ) ]

( 7)

定义函数:

�( x, y ) = �x2 ( x, y ) + �y2 ( x, y ) +

2 � �xy ( x, y ) ( 8)

对于相位二阶差分较大的地方, 一般也可能是包裹相

位梯度与待求相位梯度不一致的地方, 因此应该赋予

较小的权重,令: C 0 = m ax( �( x, y ) )

c( x, y ) = C 0 - �( x, y ) ( 9)

这样当以 c(x, y )函数作为最小费用流算法中的权重,

即 ( 5)式中的 c1 ( x, y ) = c2 ( x, y ) = c( x, y ), 就可以更

有效使最小费用流算法找到包裹相位梯度与待求相位

梯度不一致的地方。

2. 2� 算法步骤

计算网络里最小费用流的算法, 目前较成熟的主

要有: BERTSEKAS的 R elax程序, GOLDBERG的 CS2
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程序, Cp lex程序等。在这里,选择 GOLDBERG的 CS2

的程序包,应用该程序的最小费用流相位展开算法的

具体步骤如下: ( 1)通过计算包裹相位的残余点, 得到

二维矩阵作为网络中的节点; ( 2)通过 ( 9)式计算得到

的 c( x, y )作为节点之间流量的权重; ( 3)以 CS2程序

计算该网络的最小费用流,得到 kx ( x, y )和 ky ( x, y );

( 4)将 kx ( x, y )和 ky ( x, y )代入 ( 4)式得到待求相位的

梯度值,对待求相位的梯度进行积分即可得到待求相

位。

3� 模拟和实验结果

为了验证本文中算法的性能, 用计算机模拟产生

一高斯相位面,其数学表达式为:

� ( x, y ) = 60exp{ - [ (x - M /2)
2
+

( y - N /2)
2
] /1000} ( 10)

式中, x= 1, 2, 3�M , y = 1, 2, 3�N ;M = 128, N = 128。

单位为 rad。并对其加入 �= 0, �
2

= 0. 8的高斯噪声,

所得到的相位面如图 2a所示, 图 2b是通过 ( 1 )式包

裹运算得到包裹相位图, 图 2c为其残余点的分布图,

残余点共为 1283,占整幅图像的 7. 83%。

F ig. 2� Com puter s imu lat ion

a� orig inal phase� b� w rapped phase� c� residuesm ap

首先将该算法与传统的枝切法和最小二乘法比

较,相位展开的结果如图 3所示。从图 3a可以看到,

由于连接的枝切形成闭合区域导致局部相位不能展开

的情况;图 3b为最小二乘法展开的结果,其与原始相

位的均方根误差很大, 为 4. 823; 而图 3d为二阶差分

为权重最小费用流法展开的结果, 其与原始相位的均

方根误差只有 0. 453, 可见该算法明显要优于枝切法

和最小二乘法。

再将该算法与未设置权重最小费用流算法比较,

图 3c为未设置权重 ( c1 ( x, y ) = c2 ( x, y ) = 1)的最小费

用流算法展开的结果。其与原始相位的均方根误差为

0. 486,比以二阶差分为权重的算法稍大一点, 从相位

� �

F ig. 3� Ph ase unw rapp ing resu lts by four algorithm s

a� b ran ch-cut algorithm � b� least square algorithm � c� unw eighted m in-i

mum cost flow algorithm � d� p roposed algorithm

展开的效果图很难看出差别。但是通过计算发现, 未

设置权重的最小费用流算法展开后的相位与原始相位

不一致的点有 112个,而以二阶差分为权重的最小费

用流算法展开后的相位与原始相位不一致的点只有

85个。可见以二阶差分为权重最小费用流算法比未

设置权重时相位展开的结果精度有所提高。

将本文中的算法应用到三维形貌测量,图 4a为利

用光栅投影到嘴唇形状的石膏模型, 经过傅里叶变换

得到的包裹相位图,图像大小为 512 � 512,图 4b是利

用本文中算法对其进行相位展开的结果,可以看到该

算法很好地重建了嘴唇的三维形貌。

F ig. 4� Exp erim en tal resu lt

a� w rapped phase by Fourier transform � b� phase unw rapp ing resu lt by

proposed algorithm

4� 结 � 论

提出一种以相位的二阶差分作为最小费用流算法

权重的相位展开算法。模拟计算表明, 该算法既可以

有效地避免枝切法由于连接的枝切形成闭合区域导致

局部相位不能展开的问题, 又可以减小最小二乘法近

似逼近带来的较大误差,相对于未设置权值的最小费

用流算法,提高了其相位展开的精度。对实验数据的

相位展开结果证明了该算法的有效性。

(下转第 672页 )
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棱镜难免存在加工误差,因而理论值与实验值之间也

是有一定误差的。

5� 小 � 结

( 1)利用W allaston棱镜对入射光方向无选择的特

性,在W allaston棱镜的基础上提出了一种分束角对称

偏光棱镜的设计方法,理论计算表明,该设计不仅能保

证分束角的对称,而且可以拓宽了分束角。并可以根

据需要,选择不同的结构角及右通光面倾斜角以获得

合适的对称分束角。 ( 2)根据棱镜晶体材料各向异性

的特点,选择恰当的晶体加工方位以利于工艺实施。

棱镜加工过程中,只需按设定的角度将右半块磨制成

锐角或钝角三角形 (方解石晶体光轴垂直于纸面的半

块棱镜 ) ,避免了调整光轴方位或胶合层楔角等复杂

的操作过程, 大大简化了加工工序。 ( 3)研究表明,

W allaston棱镜在小分束角设计时 (分束角小于 10�, 对
应结构角小于 27�) , 分束角基本对称, 只有在大分束

角设计时需要考虑对称问题, 此种改进设计不会增加

工艺难度,几乎不增加材料成本,有较高的实用价值。
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