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摘要: 针对有噪的 ICA模型, 提出一种有限制的平均场近似 ( restr ictive mean field approx im ation, RMFA )的算法来求

解 ICA模型参数和源信号的估计问题。在传统 MFA�ICA算法的基础上,提出将 ICA中的模型参数和源信号均限制为非

负, 目的是使得提取出的特征更独立, 更利于识别。通过手写体数字和仿真模拟人脸图形以及 ORL人脸数据进行实验,

将 RM FA�ICA算法与传统的 ICA 算法和无限制的 MFA�ICA算法进行比较, 对于手写体数字和仿真模拟人脸图形,

RMFA�ICA算法能分离出更独立的特征, 对于 ORL人脸数据, 其结果表明, 利用 RMFA�ICA算法明显优于传统 ICA算法

和无限制 MFA�ICA算法识别结果。
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Abstrac t: B ased on m ean field approx im ation a new m e thod is proposed to so lve no isy ICA mode,l wh ich can fa irly w ell

so lve over�com plete case, and estim a te the independen t source by restrict the non�nega tive m ix ing m a trix and the non�negativ e
sources. The expe rim ents have been done for severa l d ifferent cases, such as dig ita l im ages, sim ulated face g raph ics and ORL face

database. The d ig ita l images and simu lated face g raph ics exper iments show the ex traction features by the RMFA�ICA are m ore

independent than that o f using trad ition ICA and unrestr ictive MFA�ICA, the ORL face recogn ition experim ents show the

recognition ratio by the propo sed m ethod is g rea ter than that o f using the o thers m ethods.
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引 � 言

利用 ICA进行盲信号分离 ( b lind source separa�
t ion, BSS)是近年来一个相当新且发展速度较快的领

域
[ 1]
。在大多数文献中, 主要针对无噪声独立成分分

析 ( independent component ana lysis, ICA )模型进行了研

究
[ 2]
,但是现实世界中很多都是有噪声的情况, 同时

由于无噪声 ICA模型要求源信号数小于等于观测信

号数, 因此, 存在不能分离出观测信号数小于源信号数

( over�comp lete)
[ 3]
的情况, 所有这些都限制了无噪声

ICA模型的应用。由于有噪声 ICA模型本质上是一个

概率统计估计问题, 但是直接利用传统的最大似然估

计方法很难估计源信号的状态, 目前起源于统计物理

学的平均场近似 (m ean field approx imation, MFA )已经

广泛用来解决状态估计问题
[ 4~ 6]
。ATTIAS

[ 5]
提出利

用平均场近似对有噪声 ICA模型源信号的状态进行

估计。从有噪声 ICA的模型可以看出, 对于有噪声

ICA模型参数的估计主要针对源信号的估计和混合矩

阵估计以及噪声协方差的估计。 ICA模型中的混合矩

阵和噪声协方差可以直接利用最大后验概率或最大似

然估计得到,而对于源信号的估计可以通过均值和相

关性来描述。与传统 ICA算法相比,利用 MFA对 ICA

模型参数的估计是没有限制的, 它可以估计观测信号

数大于等于源信号数的情况, 也可以估计观测信号数

小于源信号数的情况。

ATT IAS提出的 ICA状态估计主要是应用在信号

处理中,其源信号可能为负也可能为正,然而在图像处

理,特别是人脸识别中, 其分离出的特征应为非负, 因

此,本文中根据人脸识别的实际应用, 提出通过限制

ICA中的模型参数和源信号均为非负, 使得分离出的

特征更独立,从而更有利于识别。通过手写体数字和
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仿真模拟的人脸图形以及 ORL人脸数据进行实验, 从

实验结果来看,对于手写体和仿真模拟的人脸图形,提

出的 MFA �ICA算法能很好地分离出独立的特征,而对

于 ORL 人脸数据, 其结果优于传统 ICA 算法和

ATT IAS的无限制条件算法的识别结果。

1� 独立成分分析和平均场近似

1. 1� 独立成分分析

独立成分分析是解决盲信号分离 BSS问题的一

个被广泛应用的方法,一般认为, ICA是 PCA ( prnciple

componen t analysis)的延伸
[ 1, 2]
。现在大多数应用的

ICA模型是无噪声 ICA模型, 该模型对有些问题没能

取得很好的分离效果,同时,由于实际应用中存在大量

的噪声,因此,在此考虑有噪声 ICA模型,即:

X = AS + � ( 1)

式中, X是 Nm �N的混合信号, A是 Nm �N k 混合矩

阵, S是N k �N独立的源信号, �是服从高斯分布的噪

声信号,即 � ~ N ( 0, � ), 且假设 �是等方性误差, � =

 
2
I。

则通过上述假设,可以得到在参数 A和 �以及独

立源 S下的似然值:

p (X | A, �, S ) = ( de t 2!� )
-N /2 �

exp -
1

2
T r(X - AS )

T
�

-1
(X - AS ) ( 2)

根据贝叶斯公式,有:

p (S | X, A, � ) =

p (X | S, A, � )p (S ) /p (X | A, � ) ( 3)

从上述模型可以看出, 有噪声 ICA模型的目的是从观

测混合数据 X中恢复未知量:独立源信号 S、混合矩阵

A和噪声协方差 �。如果在给定足够的源信号 S估计

下,混合矩阵 A和噪声协方差 �的估计相对而言就简

单容易,混合矩阵 A可以通过最大后验概率 (MAP)进

行估计,噪声协方差 �可以通过最大似然 (ML )进行

估计, 在这些参数估计中, 独立源信号 S的估计是难

点。本文中采用平均场近似的方法对独立源信号 S

的状态进行估计。

1. 2� 平均场近似

为了更好地描述对独立源信号 S的估计, 给出简

单的平均场近似的定义。平均场近似起源于统计物理

学中, 现已经被广泛应用在实际问题中,解决参数模型

中的状态期望的估计问题。在信息处理中,平均场近

似主要应用在玻耳兹曼机等
[ 4, 6 ]
。平均场近似的定义

是寻找一个与目标分布最接近的因子分布,一般情况

下,这种接近程度用 KL发散度来测量
[ 4, 6]
。

假设 x = { x1, x2,  , xn }为 n维矢量, p ( x |∀ )为参

数 ∀ 下 x的概率分布, R= {p ( x | ∀ ) }在参数 ∀ 下得

到的所有概率分布的集合簇。如果假设 ∀ = ( #, w ),

定义其中的子集 M � R, w = 0, 即在子集中满足

q ( x |#) = p ( x |#, w = 0)条件。设任意一个目标概率分

布 p ( x |#, w ) ! R,定义与 p ( x |#, w )最接近的平均场

近似因子分布 q ( x |#
q
), 利用 KL发散度来测度其接近

程度: � � SKL = ∀
x
p (x | #, w ) log

p (x | #, w )

q (x | #
q
)

( 4)

q (x | #
q
) = #

n

i= 1
qi ( xi | #

q

i ) ( 5)

通过拉格朗日定义,寻找最佳 q必须满足:

qi (x i | #
q

i ) = p (x i | #, w ) ( 6)

上式表明,要使 q最接近 p,则必须寻找一个与目标分

布 p有相同边缘分布的因子分布, 然而由于 p是很难

直接求解的,直接从上式获得最佳接近 q是不现实的,

因此,根据参数变化 ∃#= #- #
q
, ∃w = w - 0来寻找最

佳近似 q,定义 ∃∀ = ( ∃#, ∃w ):

log p ( xi | #, w ) = log qi ( xi | #
q

i ) + ∃log p (x i ) ( 7)

式 中 , ∃ lo g p ( x i ) = ∀
J

% log p ( xi )
%∀ J q

∃ ∀ J +
1
2
�

∀
JK

%
2
log p (x i )

%∀ J %∀ K q

∃∀ J ∃∀ K + o ( 
n

), o ( 
n

)近似为 0,

略去。等式的左边是通过 ( 6)式得到的, 即表示 q与 p

最接近。等式右边是通过拉格朗日定义获得。

2� 平均场近似独立成分分析模型参数估计

根据有噪声 ICA模型的目的, 从观测混合数据中

估计独立源信号 S、混合矩阵 A和噪声协方差 �。下

面分别给出混合矩阵 A和噪声协方差 �以及独立源

信号 S的估计。

2. 1� 混合矩阵 A和噪声方差 �估计

根据 ( 3)式,即在参数 A和 �条件下,观测混合数

据 X的似然为:

p (X | A, � ) = ∃p (X | A, �, S ) p (S ) dS ( 8)

ATT IAS利用 ( 8)式对混合矩阵 A和噪声协方差 �通

过 ML进行估计,有:

AML = arg max
A

p (X | A, � ) ( 9)

�ML = arg max
�

p (X | A, � ) ( 10)

根据 ( 9)式和 ( 10)式, 对 ( 8)式取 log对数函数, 同时

根据
%
%x

log f ( x ) =
1

f ( x )

%
%x

f ( x ) , 并分别对混合矩阵 A

和协方差 �求偏导数,则有:

%
%A

log p (X | A, � ) =

% %
%A

log p (X | S, A, � )&p ( S |X, A, � ) ( 11)

%∋ &= %∋ &p ( S |X, A, � )定义为在给定混合矩阵 A和噪声

663
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协方差 �下,关于源信号 S的后验平均。同理可以得

到关于噪声协方差 �的偏导数:

%
%�

log p (X | A, � ) =

% %
%�

log p (X | S, A, � )&p ( S |X, A, � ) ( 12)

由 ( 11)式、( 12)式和 ( 2)式,可以得到 A和 �的估计:

%
%A

log p (X | A, � ) = �
- 1

(X%S&
T
- A%SS

T
&) = 0 

A = X%S&T %SST&- 1
( 13)

%
%�

log p (X | A, � ) =

1

2
�

- 1%(X - AS ) (X - AS )
T &�- 1

-
N

2
�

- 1  

� =
1
N
%(X - AS ) (X - AS )

T& ( 14)

由 � = &
2
I可以得到 &

2
=

1
Nm

Tr�。

2. 2� 增加限制的混合矩阵 A的估计

在自然界的图像中, 由于其图像特征具有稀疏

性
[ 7]
,即每个特征并不同时处于活动状态, 因此, 为了

更好的提取图像中的特征, 限制混合矩阵 A为非负,

然后利用最大后验 (MAP)对 A进行估计,即:

AMAP = arg m ax
A

p (A | X, � ),

p (A | X, � ) ( p (X | A, � ) p (A ) ( 15)

式中, p (A ) = #
i

p (A i ) 。

对于 A i 考虑两种分布情况: 零均值的高斯分布

p (A i )( exp( - ∋A
2
i /2)和拉普拉斯分布 p ( A i ) (

exp( - (|A i | ), 利用非负拉格朗日乘数 L i > 0和更改

的最大化代价函数 log p (A |X, � ) + T rL
T
A, 得到:

L = �
- 1
(A%SST &- X%S&T ) + ∋A + ( ( 16)

利用 Kuhn�Tucker条件 L iA i = 0
[ 6]
和 ( 16)式,得到 A i >

0的迭代计算式为:

A
( k+ 1)
i =

[ �
- 1
X%S&T ] i

[ �
-1
A

( k) %SST &] i + ∋A
( k)

i + (
A

( k)

i ( 17)

一般情况下,对于混合矩阵 A无先验知识,即有 ∋= 0,

(= 0, 此时得到混合矩阵 A迭代公式为:

A
( k+ 1)
i =

[X%S&T ] i
[A

( k) %SST &] i
A

k

i ( 18)

2. 3� 独立源信号 S的估计

从 ( 18)式看出,混合矩阵 A和噪声协方差 �能用

%S&, %SST&表示。根据平均场近似 MFA原理, 用可分

解分布 Q (S ) = #
i

Q (S i ) 近似独立源信号 S的后验

分布 p ( S |X, A, � )。对于高斯似然值 p (X |A, S, � ),

ATT IAS
[ 5]
提出, Q (S i )的最佳选择为高斯先验分布,

即:

Q (S i ) ( p ( S i ) exp -
1
2
)iS

2

i + ∗iS i ( 19)

简记 p (X |A, S, � ) = p ( X |J, h, S ) =
1
C

exp[ -
1
2
�

Tr(S
T
JS ) + Tr(h

T
S ) ],式中, logC=

N

2
log det 2!� +

1

2
�

TrX
T
�

- 1
X, 而:� � � � J = A

T
�

- 1
A, h = A

T
�

- 1
X ( 20)

根据 ( 4)式、( 7)式衡量 Q ( S )和 p ( S |X, A, � )之间的

相似度:

SKL = ∃Q (S ) log Q (S )
p (S | X, A, � )

dS ( ∀
i

log∃p (S i ) �

exp -
1

2
)iS

2
i + ∗iS i dS i +

1

2 ∀i ()i - Ji )%S
2
i &+

T r(h - ∗)
T%S&+ 1

2
T r%ST&[ diag(J ) -

J] %S&- lnC ( 21)

从 SKL的性质可知, SKL)0当且仅当 p (S | X, A, � ) =

Q (S ) , 等号成立。

因此, 选取 Q ( S )中的参数, 使得 SKL发散度为最

小,用参数分别对 SKL求偏导,得到:

%SKL

%%S& = 0 ∗= h - [J - d iag(J ) ]%S& ( 22)

%SKL

%%S i &
= 0 )i = J ii ( 23)

%SKL
%∗i

= 0 %S i& =
%
%∗i

log∃p ( S i ) �

exp -
1
2
)iS

2
i + ∗iS i dS i ∗ f ( ∗i, )i ) ( 24)

源信号的协方差为: +ij∗ %S iSj &- %S i&%S j&。

可得协方差矩阵:

+ = [ (, + J )
- 1
] ( 25)

式中, , = d iag( ,1, , 2,  ,N ), ,i =
%f (∗i, )i )

%∗i

- 1

- Jii。

2. 4� 增加限制条件的源信号 S先验分布

从 ( 24)式可以看出,均值 f (∗i, )i )的计算依赖于

源信号 S的先验分布。在 ICA中常用的几种源信号

先验分布为混合高斯分布、拉普拉斯分布
[ 2]
等。对于

拉普拉斯先验分布主要用于语音信号等处理分析, 而

ATT IAS利用混合高斯先验分布进行图像特征的提取,

但是为了使得提取的特征更具有独立性,有利于后期

的识别处理,本文中通过限制源信号 S为非负的指数

先验分布来进行特征提取。这是因为指数分布与混合

高斯分布都是一种次高斯类型的函数
[ 2 ]
,从这一点也

说明,对于 MFA�ICA算法, 并不需要准确知道源信号

的分布,而只需知道是哪种类型的分布即可。

设限制的先验指数分布为:

p ( S ) = −e
- −S

, S ! R+ , − > 0 ( 26)

利用公式 D ( x ) =
1

2!
exp -

1
2
x
2
, D +(x ) = - xD ( x )

664
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和 . (x ) = ∃
x

- ,
D ( t)dt, . +( x ) = D ( x )。得到:

f =
1

)

/. (/) + D ( /)
. ( /)

%f
%∗

=
1
)

+
D (/)

). ( /)
f

, /=
∗- −

)
( 27)

具体的推导过程见文献 [ 9]。

2. 5� MFA�ICA算法的估计步骤

为了更好地说明和描述 MFA�ICA算法, 下面给出

利用 EM迭代算法计算 MFA�ICA的步骤。
( 1)初始化过程。根据 ( 20)式和 ( 23)式对所需要

的初 始化 参数 进行 计算, 即有: J = A
T
�

- 1
A,

h= A
T
�

- 1
X , %S&= 0, )i= J ii。

( 2)求期望过程 ( E步 )。对于求期望, 首先根据

( 22)式和 ( 24)式, 求出: ∗= h - [ J - diag ( J ) ] %S&,

0%S&= f ( ∗, )) - %S&, %S&= %S&+ −0%S&。

然后根据 ( 25)式计算得到: , i =
%f (∗i, )i )

%∗i

- 1

- )i,

0)i =
1

[ (, + J )
- 1

] ii
-

1

%f ( ∗i, )i )

%∗i

, )i = )i + 0)i,

+ = ( , + J )
- 1
。

( 3)最大化过程 (M 步 )。根据 ( 18)式, 有: 0A i =

[X%S&T ] i
[A

( k) %SST &] i

A i - A i, A i= A i + 0A i。

根据 ( 14)式,有: 0� =
1
M
%(X - AS ) (X - AS )

T
&-

�, � = � + 0�。

( 4)停止准则。迭代计算第 2步和第 3步, 直到

满足停止条件为止, 停止条件为: max ( | 0%S & |
2
,

|0)i |
2
, |0A i |

2
, | 0� ii |

2
) < 10

- 5
。

如果不满足,则将上面计算得到的值代入下式计

算: J = A
T
�

- 1
A, h = A

T
�

- 1
X。

重复第 2步和第 3步, 直到满足停止条件为止。

3� 实验结果

通过手写体数字、仿真模拟的人脸图形以及 ORL

人脸数据库进行实验,将提出的限制方法、无限制方法

和传统 ICA算法进行比较, 可以看出, 提出的限制方

法能更好地提出图像的特征, 这将更加有利于今后的

识别,通过 ORL人脸数据库进行 3种算法的比较分

析,由于增加了限制条件, 提出的算法识别率要高于其

它两种算法。

3. 1� 手写体数字和仿真模拟人脸图形特征提取

为了说明本文中的方法的特点,利用文献 [ 5 ]中

的手写体数字库 (见图 1a)和仿真人脸图形 (见图 2a)

进行实验。利用 MN IST数字影像库提供的手写体数

字影像,取 500个手写体数字 − 3., 假设有 25个隐含

影像。图 1b为传统 ICA算法提取的特征,图 1c为文

� �

F ig. 1� The features of script d ig ital im ages

F ig. 2� Th e featu res of sim u lat ion face graph ics

a/ origina l im age� b/ th e ext raction featu resby PCA � c/ the extraction featu res by trad itional ICA� d/ th e extraction featu resby referen ces [ 5] � e/ th e ex�

tract ion features by th e proposed m ethod

献 [ 5]中无限制 MFA�ICA方法提取的特征, 图 1d为本

文中的 RMFA�ICA方法提取的特征。从图中可以看
出,传统 ICA算法和文献 [ 5]中算法提取的特征不具

有独立性,在每个成分中混合了其它特征,而本文中的

方法提取的特征似乎是手写体 − 3.的笔画顺序, 在每

个成分中只有一个特征处于活动状态, 即这些特征更

具有独立性,这将更有利于后期的识别处理。

对于仿真模拟的人脸图形数据 (见图 2a) , 认为该
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图像是混合信号 X, 将每幅大小为 50 � 60的图像按列
形成一个N = 3000大小的矢量,因此, X为 6 � 3000的

矩阵。分别利用 PCA、传统的 ICA算法以及无限制

MFA�ICA算法和 RMFA�ICA算法来获得图像的特征,

将此特征作为独立的源影像 S, 其结果如图 2所示。

从图中可以看出 PCA, 求得的源信号 (特征 )不容易识

别,混合了眉毛和嘴巴, 也就是说, 眉毛和嘴巴在同一

成分中出现,而用传统的 ICA和无限制的 MFA�ICA算
法则没有混合眉毛和嘴巴成分,分离就更有意义,但是

各个成分没有完全分离, 根据 RMFA�ICA算法分离的
特征, 除了在所有成分中重复人脸轮廓外,可以得到 6

个明显的不同特征成分。

3. 2� ORL人脸数据库

从网上下载剑桥大学的 ORL人脸数据库, 该数据

库中包含 40个人,每个人有 10张不同表情和姿势的

人脸,存在头发等干扰。每个人抽取 5张不同、共 200

张人脸图片作为训练样本库, 其余 200张图片为测试

样本,具体的识别过程参见文献 [ 8]和文献 [ 9]。简要

识别过程如图 3a所示。根据不同特征数,分别利用传

统 ICA算法、无限制 MFA�ICA方法和 RMFA�ICA算法
进行识别,其识别结果见图 3b。

从图中曲线可以看出, 当选用 10到 30个特征数

� �

F ig. 3� Th e ORL face recogn ition

a/ the recogn ition process� b/ th e recogn it ion resu lts by the d ifferen tm ethods

时,几种识别方法的差别不是很明显,但是当选用大于

40个特征数进行识别时,文中方法的识别率明显要高

于传统 ICA算法和无限制条件 ICA算法。因此, 该方

法识别结果要高于传统 ICA算法和无限制 ICA方法。

4� 结 � 论

从上面几个不同的实验结果可以看出, 限制 ICA

方法相比传统 ICA和 PCA算法能提取出更独立的特

征,这将更加有利于今后的识别, 通过 ORL人脸数据

库进行 3种算法的比较分析,由于增加了限制条件, 提

出的算法识别率要高于其它两种算法。
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