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厄米 2拉盖尔 2高斯光束的传输特性
郑　振 ,刘永欣 ,吕百达 3

(四川大学 激光物理与化学研究所 ,成都 610064)

摘要 : 利用 Collins公式 ,推导出厄米 2拉盖尔 2高斯 (HLG)光束通过近轴 ABCD光学系统的解析传输公式 ,并用来研
究通过自由空间和薄透镜的传输特性。结果表明 ,除模指数 m , n之外 ,对 HLG光束新引入的α参数 ,它影响光强分布和
对称性 ; HLG光束在传输中保持形状不变 ; HLG光束的焦移与模指数 m , n和α参数无关 ,这意味着 m , n和α不同的
HLG光束聚焦在同一位置。并给出了 HLG光束的 M 2因子。
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Propaga tion properties of Herm ite2Laguerre2Gaussian beam s
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Abstract: Based on Collins formula, an analytical p ropagation exp ression for Herm ite2Laguerre2Gaussian ( HLG) beam s
through a paraxial op tical ABCD system is derived and used to study their p ropagation p roperties in free2space and through a thin
lens. The results show that, apart from the mode indices m , n, it is necessary for HLG beam s to introduce a new parameterα, which
affects their intensity distribution and symmetry p roperty. HLG beam s p reserve their shape upon p ropagation. There is a focal shift
in HLG beam s which is independent of the parameters m , n, andα, which means that HLG beam s with different values of m , n,α
are focused at the same p lace. The M 2 factor of HLG beam s is also given.
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引　言

厄米 2高斯 (HG)光束和拉盖尔 2高斯 (LG)光束在
光学谐振腔和光波导理论中有重要作用 [ 1 ]。虽然这

两类光束的对称性不同 ,但是厄米 2高斯函数可以转换
成拉盖尔 2高斯函数的线性叠加 ,反之亦然 [ 2 ]。2004
年 , ABRAMOCHKIN通过引入一个α参数使 HG光束
与 LG光束统一起来。这类有更为普遍性的光束称为
广义高斯光束或厄米 2拉盖尔 2高斯 ( HLG)光束 ,它有
在传输中保持结构稳定性等特性 ,具有重要理论和实
际应用价值 [ 3 ]。作者利用 Collins公式推导出 HLG光
束通过近轴 AB CD光学系统的解析传输公式 ,并以自
由空间传输和薄透镜聚焦为例进行了计算分析 ,还进
一步推导出了它的光束传输因子 (M 2因子 )。

1　HL G光束的场分布

在 z = 0面上的 HLG光束场分布为 [ 3 ] :

Gm , n ( x, y, 0 /α) = exp ( - x2 - y2 )∑
m +n

k =0
ik cosm - kα×

sinn - kαP(m - k, n - k)
k ( - cos2α) Hm +n - k ( 2x) Hk ( 2y) (1)

式中 , m , n为 HLG光束的模指数 , H j (·)为厄米多项

式 ( j = m + n - k, k ) , Pu, v
k ( t) = 2- k∑

k

p =0

k + u

p
×

k + v

k - p
( t - 1) k - p ( t + 1) p为雅可比多项式。

从 (1)式可以看出 , HLG光束随α变化的最小周
期是 2π。因此 ,只需考虑α取值在 0到 2π范围内变
化即可。然而 ,当α = 0,α =π /2,α =π,α = 3π /2时 ,
cosα或 sinα等于 0 , (1)式对α直接求和遇到困难。
利用文献 [ 3 ]中 (4)式 , (5)式和 (9)式 ,计算得 :

Gm , n ( x, y /0) = ( - i) n Hm , n ( x, y) (2)

Gm , n [ x, y / (π /4) ] =

( - 1) n 2m n!Ln, m - n ( x, y) , (m ≥ n)

( - 1) m 2n m !Lm , n - m ( x, - y) , (m ≤ n)
(3)

Gm , n ( x, y /
π
2

) = ( - i) m Hn, m ( x, - y) (4)

Gm , n ( x, y /π) = ( - i) n Hm , n ( - x, - y) (5)

Gm , n ( x, y / 3π
2

) = ( - i) m Hn, m ( - x, y) (6)
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式中 , Hm , n ( u, v) = exp ( - u2 - v2 ) Hm ( 2u) Hn ( 2 v) ,
(m , n = 0, 1, ⋯)。Lm , ±n ( u, v) = exp ( - u2 - v2 ) ( u ±

iv) n Ln
m (2u2 + 2v2 ) , (m , n = 0, 1, ⋯) , Ln

m (·)为缔合拉
盖尔多项式。

这样 ,得到α取任意值时的 HLG光束 ,显然 ,当
α = 0,α=π /2,α =π,α = 3π /2和α =π /4时 , HLG分
别约化为熟知的 HG和 LG光束。

2　HL G通过近轴 AB CD光学系统的传输

将 (1)式改写为 :

Gm, n
x

w0
, y
w0

, 0 /α = exp - iκ
2q0

(x2 + y2 ) ∑
m +n

k =0
ik cosm - kα×

sinn - kαP(m - k, n - k)
k ( - cos2α) Hm +n - k

2
w0

x Hk
2

w0
y (7)

式中 , q0 = iκw2
0 /2, w0分别为对应的基模高斯光束的复

参数和束腰宽度 ,κ= 2π /λ为波数 ,λ为波长。
将 (7)式代入 Collins公式 [ 4 ] ,经复杂的运算 ,最后

结果整理为 :

Gm , n
x

w ( z) , y
w ( z) , z /α = A + B

q0

- 1 A - B / q0

A + B / q0

m +n
2

×

exp ( - iκz) exp - iκ
2q ( z)

( x2 + y2 ) ∑
m +n

k =0
ik cosm - kα×

sinn - kαP(m - k, n - k)
k ( - cos2α) Hm +n - k

2
w ( z) x Hk

2
w ( z) y (8)

式中 , q ( z) , w ( z)分别为 z处基模高斯光束的复参数和

束宽。 (8)式为 HLG光束通过近轴 AB CD系统的解析

传输公式 ,现举典型二例说明其应用。
(1)自由空间传输。此时有 :

A B

C D
=

1 z

0 1
(9)

将 (9)式代入 (8)式得 :

Gm , n ( x, y, z /α) = 1 + z
q0

- 1 1 - z / q0

1 + z / q0

m +n
2

exp ( - iκz) ×

exp - iκ
2q ( z)

( x2 + y2 ) ∑
m +n

k =0
ik co sm - kαsinn - kα×

P(m - k, n - k)
k ( - cos2α) Hm +n - k

2
w ( z) x Hk

2
w ( z) y (10)

　 图 1是 HLG光束 G1, 2 ( x, y, z /α =π /9)在自由空
间 z = 0, z = 1m , z = 5m , z = 10m处的等光强线。可以看
出 , HLG光束在自由空间传输过程中形状保持不变 ,
　

Fig. 1　Contour lines of the intensity of a HLG beam G1, 2 ( x, y, z /α=π /9) in free2space p ropagation
a—z = 0　b—z = 1m　c—z = 5m　d—z = 10m

Fig. 2　Contour lines of the intensity of HLG beam s G3, 2 ( x, y, z /α) at the p lace z = 0. 5m in free2space p ropagation

a—α= 0　b—α=π /8　c—α=π /4　d—α= 3π /8　e—α=π /2

但随着传输距离的增大而发散。图 2分别为α= 0,α =π /8,α =π /4,α = 3π /8,α=π /2对应的 HLG光束 (m = 3,
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n = 2 )在自由空间 z = 0. 5m处的等光强线 ,而 α =
5π /8,α = 3π /4,α = 7π /8,α =π各图分别与 α =
3π /8,α=π /4,α=π /8,α= 0的等光强线相同。显然 ,
α= 0,α=π /2,α=π和α =π /4,α = 3π /4分别对应的
是 HG和 LG光束。而且 , HLG光束的光强分布和对
称性与α参数有关。

(2)薄透镜聚焦。设 HLG光束通过位于 z = 0面、
焦距为 f的薄透镜聚焦 ,从 z = 0面到 z = f +Δz面的变

换矩阵为 [ 5 ] :

　　
A B

C D
=

1 f +Δz
0 1

×

1 0

- 1
f

1
=

-
Δz

f
f +Δz

- 1
f

1
(11)

式中 ,Δz为输出面与薄透镜后焦面间的距离。

将 (11)式代入 (8)式 ,得 :

Gm , n ( x, y, z /α) = -
Δz

f
+ z

q0

- 1 -Δz / f - z / q0

-Δz / f + z / q0

m +n
2

×

exp ( - iκz) exp - iκ
2q ( z)

( x2 + y2 ) ∑
m +n

k =0
ik cosm - kαsinn - kα×

P(m - k, n - k)
k ( - cos2α) Hm +n - k

2
w ( z) x Hk

2
w ( z) y (12)

式中 ,
　 1

q ( z) =
f - q0

( f +Δz) f -Δzq0
(13)

1
w ( z) 2 =

1 /w2
0

(Δz / f) 2 + ( f +Δz) 2 λ2

π2 w4
0

(14)

在 (12)式中令 x = 0, y = 0,由厄米多项式的性质可知 ,
当 m + n - k或者 k为奇数 ,即 m + n为奇数时 ,有 :

Gm , n (0, 0, z /α) = 0,
(m + n = 2 l + 1, l = 0, 1, 2, ⋯) (15)

此时 ,轴上光强恒为 0。当 m + n为偶数时 ,由 (12)式
得轴上场分布为 :

Gm , n (0, 0, z /α) = -
Δz

f
+ z

q0

- 1 -Δz / f - z / q0

-Δz / f + z / q0

m +n
2

×

exp ( - iκz)∑
m +n

k =0
ik cosm - kαsinn - kα×

P(m - k, n - k)
k ( - cos2α) Hm +n - k (0) Hk (0) (16)

将 (16)式代入轴上光强公式 Im , n ( 0, 0, z) = | Gm , n ( 0,

0, z /α) |2得 :

Im , n (0, 0, z) = Δz
f

2

+
(1 +Δz / f) 2

π2 N 2
G

- 1

×

∑
m +n

k =0
ik cosm - kαsinn - kαP(m - k, n - k)

k ( - cos2α) Hm +n - k (0) Hk (0)
2

(17)

由
d Im , n (0, 0, z)

d (Δz / f)
= 0,可得轴上光强的最大值点相对于

几何焦点的相对偏移量即相对焦移为 :
Δz

f
= - 1

1 +π2 N 2
G

(18)

式中 , N G =w2
0 /λf为对应基模高斯光束的菲涅耳数 [ 6 ]。

HLG光束按光强二阶矩定义的束宽为 [ 7 ] :

W ( z) 2 = 2
P ( z) ∫∫

∞

I ( x, y, z) ( x2 + y2 ) dxdy (19)

式中 , I ( x, y, z) = Gm , n
x

w ( z) , y
w ( z) , z /α

2

, P ( z) =

∫∫
∞

I ( x, y, z) dxdy ,分别为 z处横截面上 HLG光束的光

强和总功率。

根据文献 [ 3 ]中 (12)式、(18)式 , 由 ( 19)式可推
导出 HLG光束的束宽为 :

W ( z) = m + n + 1 w ( z) (20)

将 (18)式代入 (14)式得到聚焦后对应的基模高斯光
束的束腰宽度 :

w0′=
w0

1 +π2 N 2
G

(21)

由 (20)式和 (21)式得到 HLG光束聚焦前后的束腰宽
度分别为 :

Wm n0 = m + n + 1 w0 (22)

Wm n0′= m + n + 1 w0′=
Wm n0

1 +π2 N 2
G

(23)

由 (18)式和 ( 23)式知 ,聚焦后 HLG光束的相对焦移
与模指数 m , n和α参数无关 ,即对不同 m , n和α的

HLG光束聚焦后其束腰在同一位置。但聚焦后 HLG
光束的束腰宽度与 m , n有关 ,且为入射 HLG光束束

腰的 1 / 1 +π2 N 2
G。

图 3是 m = 1, n = 2和α =π /9的 HLG光束经过
f = 6cm的薄透镜聚焦后在实际焦面上的等光强线。可
以看出 ,薄透镜对 HLG光束有会聚作用 ,但光强分布
保持不变。

Fig. 3　Contour lines of the intensity of a focused HLG beam G1, 2 ( x, y, z /
α=π /9) at the real focal p lane

3　HL G光束的 M 2因子

HLG光束的远场发散角为 :

346
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θ = lim
zϖ∞

dW ( z)
dz

= m + n + 1θ0 (24)

式中 ,θ0为对应基模高斯光束远场发散角。

按照 M 2 因子定义 [ 5 ] ,由 ( 20 )式和 ( 24 )式得到
HLG光束的 M 2因子为 :

M 2 = m + n + 1 (25)

从 (25)式中可以看出 , HLG光束的 M 2因子只与光束

的模指数 m , n有关 ,与α参数无关 ,并等于 m , n阶 HG
光束的 M 2因子。

4　小　结

推导出了 HLG光束通过近轴 AB CD光学系统的

解析传输公式 ,并以自由空间传输和薄透镜聚焦为例
进行了分析。与 HG和 LG光束不同 ,除模指数 m , n

外 ,在 HLG光束中引入了新的α参数 ,它影响 HLG光
束的光强分布和对称性。通过 AB CD光学系统传输

时 , HLG光束形状保持不变。在自由空间传输时 ,
HLG光束随着传输距离的增加越来越发散 ; HLG光束
通过薄透镜聚焦时 ,其实际焦点位置与光束模指数 m ,

n及α参数无关 ,即对不同 m , n和α的 HLG光束聚焦

后其束腰在同一位置 ,但聚焦后 HLG光束的束腰宽度
与 m , n有关 ,与α参数无关 ,且为入射 HLG光束束腰

宽度的 1 / 1 +π2 N 2
G。HLG光束的 M 2 因子等于

m + n + 1。HLG光束是一类有广泛代表性的光束 ,
并已得到实验证实 [ 3 ] ,在光束的对称化变换以及“奇
点光学”中有重要实际应用意义。有关研究结果将另

文发表。
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