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对 Zern ike模式法重构 19单元哈特曼测量波前的研究

杨华峰 ,姜宗福 3

(国防科学技术大学 理学院 ,长沙 410073)

摘要 : 通过对 19单元哈特曼测量和模式法重构波前的过程进行数值模拟 ,研究了 Zernike模式法重构波前时耦合
和混淆出现的原因、条件、程度和数学算法的表现。确定了在综合考虑最高可识别模式和计算稳定性同计算工具关系的

情况下 ,选择最佳重构阶数的基本原则。同时对 19单元哈特曼复原精度进行了评价 ,得出模式耦合是影响精度的主要
因素 ,得到了模式法波前测量的适用条件 ,为利用哈特曼进行光束质量诊断提供了依据。
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Research of Zern ike m oda l wavefron t recon struction
of 192elem en t Hartmann2Shack wavefron t sen sor
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Abstract: The reason, the condition and the degree of modal coup ling and aliasing in wavefront reconstruction are pointed
by simulating the measure and Zernike modal wavefront reconstruction course of 192element Hartmann2Shack wavefront sensor.
Considering the maximum distinguished modal and stability of calculation, the p rincip le of selecting op timal value of Zernike
reconstruction is found. The analysis of the accuracy of reconstruction shows that modal coup ling is main error for 192element
Hartmann2Shack sensor’s wavefront reconstruction. The condition and the accuracy of the wavefront measured with 192element
Hartmann2Shack wavefront sensor is received.
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引　言

Hatmann2Shack (H2S)波前传感器结合高帧频成像
器件和数字图像处理技术 ,可以实现高时间和空间分
辨率的长时间的波前相位分布和强度分布的动态测

量 [ 1 ] ,提供激光束和光学系统的详细动态信息 ,并可
由此计算得到光束近场和远场的情况。因此 , H2S传
感器在自适应光学系统、光学元件面型检测、光学系统

的像差检测等领域得到了广泛的应用。近年来 ,应用
于气动光学效应的研究也取得了较大发展。

H2S的基本原理是把波前划分为若干个子孔径 ,
在各个子孔径上分别测量两个正交方向上的波前偏导

值 ,即波前斜率 ,然后根据子孔径上的波前斜率进行波
前复原计算 ,得到整孔径上的波前像差 [ 2 ]。现在一般

通过一定排布的微透镜阵列和面阵 CCD实现测量。
常用的波前重构算法有模式法和区域法等。

Zernike多项式是圆孔径上模式波前复原时最常
用的数学工具之一。但是 H2S传感器的泽尼克模式
复原误差问题始终没有得到透彻的研究。通过对 19
单元 H2S重构波前过程的数值模拟 ,研究了模式耦合
和混淆现象的物理原因和算法表现 ,结合稳定性要求 ,
找出了选择重构阶数的一般原则 ,并对重构精度进行
评价从而得到测量的适用条件。

1　Zern ike模式法波前重构算法

模式法波前复原是将全孔径的波前相位展开成不

同的正交模式 ,然后用全孔径的测量数据计算各模式
的系数 ,得到完整的波前展开式 ,从而重构波前 [ 3 ]。

由于 Zernike多项式圆域上的正交性具有反变换和描
述的图像具有最少的信息冗余度的特点 [ 4 ] ,并且各阶
模式与光学设计中的 Sedel像差 (如 :离焦、像散、慧差
等 )系数相对应 ,为有选择的处理各种像差和优化系
统提供了有效途径 ,所以在圆瞳孔径上常作为正交基
进行波前重构。

Zernike多项式定义和各阶模序数的取法与参考
文献 [ 5 ]中的一致。在通常的计算中一般变换到直角
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坐标系 ,定义在单位圆 x2 + y2 ≤1上。由于重构波前
要求各阶的系数 ,在变换中忽略了定义中各阶的归一
化系数。这样圆域上一个完整的带有畸变的波前
φ( x, y)可以表示成一系列 Zernike多项式的线性组
合 ,即 :

φ( x, y) = ∑
∞

k =1
ak·zk ( x, y) (1)

式中 , ak为第 k阶 Zernike多项式系数 , zk ( x, y)为第 k

阶 Zernike多项式。
(1)式分别对 x和 y求偏导 ,并在相应的子孔径区

域上对导函数积分 ,结果除以子孔径面积 ,就得到了各
子孔径在两个方向上的平均斜率。平均斜率正比于微

透镜焦平面上各焦点的偏移量 ,比例系数由系统的光
学参数决定 ,在波前定量测量时需要标定。这样对于
一定的孔径数和复原阶数由各焦点的偏移 G就可得

到关于各阶系数 ak的方程组 ,即 :
Gx (1)

Gy (1)

Gx (2)

Gy (2)

⋯

Gx (N )

Gy (N )

=

Zx1 (1) Zx2 (1) ⋯ Zxk (1)

Zy1 (1) Zy2 (1) ⋯ Zyk (1)

Zx1 (2) Zx2 (2) ⋯ Zxk (2)

Zy1 (2) Zy2 (2) ⋯ Zyk (2)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

Zx1 (N ) Zx2 (N ) ⋯ Zxk (N )

Zy1 (N ) Zy2 (N ) ⋯ Zyk (N )

·

a1

a2

⋯

ak

(2)

式中 , N为孔径数 , k为所选定的重构阶数。记为 :
G = Z·A (3)

由 (3)式得系数 :
　　　　A = Z+·G (4)

其中 , Z +为 Z的广义逆矩阵。通常取 Z +为 Z的

Moore2Penrose广义逆 ,即最小二乘意义解 ,永远存在
且唯一。称 Z +为波前重构矩阵。对于布局确定的子

孔径 , Z +也是确定的 ,可以预先计算。
在应用上述重构算法时 ,重构阶数 k的选择和复

原精度评价是必须解决的。主要需要考虑的问题是模

式的耦合和混淆及计算的稳定性。模式耦合是指由于

矩阵 Z的列向量不正交 ,当重构模式阶数少于实际模
式阶数时 ,引起某些高阶模式的像差被解释为低阶模
式的像差。模式混淆是指由于矩阵 Z的列向量间存

在线性相关 ,引起重构波前的高阶模式的像差和低阶
模式的像差之间相混淆。混淆的根本原因是子孔径具

有一定大小 ,孔径内倾斜的变化将无法区分是高阶还
是低阶像差引起的 ,即一定的空间分辨率可以识别的
模式有限 [ 6 ]。

李新阳等人 [ 2 ]把波前重构误差表示为模式截断

误差、模式混淆误差和噪声引起误差的总和。前两项

是算法本身带来的 ,对应于模式耦合和混淆 ,都与重构
阶数选择有关 ,第 3项是实际系统带来的不可避免 ,这
里只考虑前两项。

2　仿真实验的方法和结果

2. 1　数值模拟方法
使用的 19单元哈特曼的子孔径布局见图 1,每个

子孔径为正六边形 ,外圆为被测光束孔径 ,归一化为单

位圆 ,可以计算得半径为六边形子孔径边长的 19倍。

Fig. 1　Subaperture configuration of 192element H2S wavefront sensor

编制了重构模拟程序。方法是首先构造入射波

前 ,直接使用单位圆上归一化的波前 ,可以排除实际光
学系统的比例因子和误差。入射波前同样选用 Zerni2
ke多项式的形式给出。随机给出不同阶的组合像差 ,
这样可以验证复杂情况下的复原情况。对入射波前在

两个方向求导函数 ,再在对应子孔径上求平均值就可
以得到模拟的光斑偏移从而得到 G ,把 G和选定阶数

计算的重构矩阵 Z +带入 ( 4)式就可以得到复原波前
的各阶系数。对比前后的系数就可以了解重构的准确

程度和误差分布的情况。计算中 ,为了保证精度 ,对偏
导数和积分使用 Mathematica进行符号计算 ,最后代入
数值 ,求得 G和 Z。

为了详细定量评价复原情况 ,可以同时计算入射
波前和复原波前的相位平均值 ,方均根值 RMS,画出
波前的示意图 ,并定义复原精度指标 J为波前残差的

均方根值与原始波前均方根值的比值 ,其值越小复原
效果越好。计算中相位估计点以 0. 01为步长对单位
圆进行网格划分 ,共计 31415个点左右。
相位平均值 :

φ— = 1
s ∑

s

k =1
φk (5)

均方根值 :

　　RM Sx =
∑

s

i =1
( xi - x) 2

s
(6)

残差 : 　　　　δCk =φr, k -φi, k (7)

复原精度 :

　　　　J =
RM SC

RM Sφ
(8)

式中 ,φk为第 k个估计点的相位值 ,φr, k ,φi, k分别为第

k个估计点的复原和原始相位值 , RMSC和 RMSφ为相
位残差均方根值和原始相位均方根值 , s为相位采样

点的个数。
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2. 2　典型的结果
(1) 在没有模式耦合的情况下寻找可识别的最大

模式数。模拟输入一个 k阶的波前 ,各阶系数为大小
在 ( - 0. 8～ + 0. 8)的随机数 ,再用 k阶去重构 ,此时
不存在耦合 ,观察重构情况。随着 k增加到某一极限 ,
严重的混淆就将出现。对前 65阶进行试验 ,结果表
明 ,对哈特曼前 35阶都可以准确复原 (见图 2) ; 36阶
出现混淆 ,表现在第 10, 21, 27阶偏差较大 (见图 3) , k

再增加情况变得复杂 (见图 4)。

Fig. 2　Reconstruction with the first 35 th Zernike polynom ial
1—coefficient of incidence 2—coefficient of restruction + 0. 2 3—differ2
ence of both

Fig. 3　Reconstruction with the first 36 th Zernike polynom ial
1—coefficient of incidence　2—coefficient of restruction + 0. 2　3—differ2
ence of both

Fig. 4　Reconstruction with the first 65 th Zernike polynom ial
1—coefficient of incidence　2—coefficient of restruction + 0. 2　3—differ2
ence of both

(2) 考察计算稳定性和重构阶数的关系。用重构
矩阵的条件数作为稳定性的度量 ( Z和它的广义逆 Z +

有相同的条件数 ) ,条件数的定义是 :
cond ( Z+ ) =σmax /σm in (9)

式中 ,σmax和σm in为矩阵的最大和最小奇异值。条件

数越大 ,对误差越敏感计算越不稳定。
条件数的变化规律见图 5,有两次突变。

Fig. 5　The condition number of different modal matrix

(3)考察有模式耦合的情况。使用 23阶对有 35
阶像差的入射波前进行重构。假设高阶 ( 24～35)系
数波动范围 ( - 0. 2～0. 2)为低阶 ( 1～23)波动范围
( - 1～1)的 1 /5。模式耦合是影响结果的主要因素 ,
典型的结果见图 6。多次模拟结果由 ( 8)式计算的复
　

Fig. 6　Reconstruction of 35 aberrations with the first 23th Zernike polynomial
1—coefficient of incidence　2—coefficient of restruction + 0. 2　3—differ2
ence of both

原精度小于 20% ,见表 1。观察到低阶的比例分布不
Table 1　The accuracy of reconstruction with modal coup ling

time of simulation 1 2 3 4 5 6 7 8

accuracy of

reconstruction /%
18. 6 17. 7 18. 4 19. 3 16. 3 17. 1 12. 6 13. 9

会丢失 ,并且保持大小分布的规律 ,波前的基本形状完
全确定 ,这是 Zernike多项式正交性的必然结果。复原
精度决定于高阶系数绝对值大小相对低阶的比例。剩

余像差一般就是高阶的截断部分 ,这是 Zernike多项式
线性性的结果。

3　结　论

(1)一定的器件存在最大的可识别模式数。当重
构阶数大于等于实际的模式阶数时 ,耦合消失 ,对于未
知的波前应该用尽可能多的阶数重构。另一方面可认

为混淆总是存在的 ,对一定空间分辨率的子孔径数 ,混
淆程度随重构阶数增加而增加 ,数学表现为重构矩阵
列向量之间的相关性增加 ,结果表现为原本没有的高
阶由于混淆而出现 ,敏感的高阶由于混淆而影响基本
的低阶分布 ,带来最终复原的失真。因此 ,存在一个相
关性急速增加的位置 ,也就是最大的可识别模式数 ,它
是器件的分辨极限 ,可以通过模拟来找出。对作者的
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哈特曼为 35阶。36阶起径向开始不能分辨 ,混淆正
好发生在 36, 10, 21阶之间 ,说明了这点。这种六边形
排列每增加 1圈 ,角向分辨率提高的比径向快 ,主要是
径向受限了。

(2)可识别的阶数和可稳定计算的阶数是不同
的。重构矩阵随重构阶数增加表现出病态 ,计算变得
不稳定起来。这是由于高阶模式的像差具有高的空间

频率 ,对斜率误差非常敏感造成的。
需要说明的是矩阵的病态是由于问题的本身决定

的 ,与使用的数学方法无关 ,计算的稳定性与计算的方
法和工具有关。通常的高级语言编写的程序由于存储

精度和舍入误差的原因 ,病态时的计算是不允许的。
这样就要根据具体计算过程确定最佳的计算上可靠可

行的复原阶数。

重构矩阵条件数在 24阶和 36阶有两次突变 ,第
2次已经超出可识别的模式 ,已经不具有物理意义 , 23
阶以下计算是稳定的 ,但是对于不同计算工具应该不
同的看待 ,用高级语言 (如用 VB )编写的程序不适合
23阶以上工作 ,而用 MATLAB这类工具直到最高可识
别的 35阶还是令人满意的。为了有足够的可靠性 ,实
际中选用 23阶重构。

(3)实际对未知波前重构中 ,重构精度主要决定

于模式耦合带来的截断误差。19单元哈特曼最终选
择 23阶重构 ,在只有 23阶以下像差时重构精度 J可

达 (小于 0. 01% ) ,对于存在模式耦合时精度 J基本正

比于高阶部分系数和低阶的相对大小 ,高阶比例小于
1% ,精度就优于 1% ,这正和线性截断相符合的。好
在通常高阶部分所占的比例很小 ,所以 ,重构的波前还
是具有参考价值的 ,进行光束诊断也就有了依据。

综合以上 3点 ,即最大可识别模式、计算稳定性和
截断误差 (重构精度 ) 3方面以及实际系统的其它因素
可以作为实际重构阶数选择的基本依据。方法也适合

于其它布局的哈特曼进行波前重构时阶数的选择和误

差的分析。
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3　结　论

推导得出了修正的和频 d张量矩阵 ,应用于倍频
时的匹配条件计算结果与文献 [ 1 ]和文献 [ 4 ]中给出
的数据相当符合 ,因此可以认为 ,利用此方法计算和频
时的匹配条件所得出的数据是可靠的。对于 KTP晶
体 ,采用Ⅱ类匹配方式、1319nm为慢光时 ,有效和频系
数可以达到 7. 24 ×10 - 12 m /V , 1319nm为快光时 ,有效
和频系数也可达到 6. 56 ×10 - 12 m /V,而且在这种匹配
方式下匹配方向沿着晶体的 z轴方向 ;而 LBO晶体则
可以采用 Ⅰ类匹配方式 ,有效和频系数可以达到
0. 96 ×10 - 12 m /V,匹配方向在 z轴方向 ,接近于 x2z平
面 ,或者采用 Ⅱ类匹配方式、1319nm基频光为慢光、
1064nm基频光为快光时 ,有效和频系数可以达到
0. 90 ×10 - 12 m /V,匹配方向在 y2z平面上。在具体应

用上 ,可以考虑选取以上几种匹配方式。
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