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非傍轴双曲正弦高斯光束质量因子 M 2 的研究

刘彩霞 ,胡继刚 ,邓小玖 3 ,杨艳芳
(合肥工业大学 物理系 ,合肥 230009)

摘要 : 在标量光场角谱衍射理论的基础上 ,应用精确光强定义下的非傍轴标量光束的光强二阶矩理论 ,计算了非傍
轴双曲正弦高斯光束的束腰半径、远场发散角、质量因子 ,并与傍轴双曲正弦高斯光束的质量因子进行了比较研究。数
值计算表明 ,当双曲正弦高斯光束束腰半径较大时 ,传统光强定义下的光强二阶矩理论近似成立 ,傍轴与非傍轴理论计
算的光束质量因子变化规律完全相同 ;束腰半径较小时 ,傍轴理论计算的结果有较大误差 ,必须采用精确光强定义下的
非傍轴光束质量因子的定义作修正。
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Study on the beam qua lity factor of sinh2Gaussian( ShG) beam s

L IU Cai2x ia, HU J i2gang, D ENG X iao2jiu, YAN G Yan2fang
(Department of Physics, Hefei University of Technology, Hefei 230009, China)

Abstract: Based on the angular spectrum rep resentation and the theory of the second intensity moment of non2paraxial
scalar beam, the beam waist radius, the far2field divergence angle and the beam quality factor of non2paraxial scalar sinh2Gaussian
( ShG) beam s were calculated. Compared with the beam quality factor of paraxial scalar sinh2Gaussian ( ShG) beam s, some new
results were obtained. W hen the beam waist radius is relatively large, the theoretical calculations for the beam quality factor of
paraxial and non2paraxial scalar sinh2Gaussian ( ShG) beam s change in the same way and the theory of the traditional second
intensity moment of scalar light field is a valid app roximation; when the beam waist radius is very small, they have a great
difference and the theory of the second intensity moment of non2paraxial scalar beam must be used.
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引　言

随着激光的广泛应用 ,衡量激光光束优劣的一项
指标———光束质量因子的研究成为应用激光领域内的

重要课题。CASPERSON等人从 Helmholtz方程出发 ,
在较为一般的情况下 ,推导出了厄米 2正弦 2高斯
(HSG)解的存在形式 ,并提出用正弦类高斯光阑和光
腔产生 HSG光束的实验方法 [ 1～3 ]。而双曲正弦高斯

光束 ( ShG)作为 HSG的一个典型特例 ,其质量因子的
研究显得非常重要 ,吕百达等利用传统光强定义 I =
U3 ( r) U ( r) ,对傍轴双曲正弦高斯光束的质量因子作
了详细研究 ,指出其质量因子 M 2≥3,在β= w2

0Ω
2
0→0

时 ,M 2→3[ 4, 5 ]。作者利用标量光场光强的精确定义 ,
对非傍轴双曲正弦高斯光束 ( ShG)的束腰半径、远场
发散角、光束质量因子 ,进行了详细的计算 ,并与傍轴

光束的质量因子进行了比较 ,得出了一些新的结论 :在
束腰半径较大时 ,双曲正弦高斯光束傍轴与非傍轴理
论计算的质量因子变化规律完全相同 ;当束腰半径较
小时 ,傍轴与非傍轴理论计算的光束质量因子有较大
差别。因此 ,当光束束腰半径很小时 ,光束的光强二阶
矩不能采用传统光强定义 ,必须采用光强的精确定义
进行描述 ,而光束质量因子也必须采用精确光强定义
下的非傍轴光束质量因子的定义作修正。

1　非傍轴双曲正弦高斯光束的质量因子 M 2

垂直于光束传输轴的横截面上的光强可精确表示

为 [ 6, 7 ] : I = Jz = Re 1
ik

U3 ( r) 9
9z

U ( r) (1)

式中 , k = 2π /λ为波数 , U ( r)为光场的复振幅。 (1)式
对标量光场光强的定义与其实际测量值是一致的。

设二维双曲正弦高斯光束 ( ShG)在其束腰处的光
场分布为 [ 1 ] :

　　　　U ( x, 0) = exp - x2

w2
0

sinh (Ω0 x) (2)

式中 ,双曲正弦函数为 :
sinh (Ω0 x) = [ exp (Ω0 x) - exp ( -Ω0 x) ] /2 (3)
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式中 , w0为高斯光束的束腰半径 ,Ω0为与双曲正弦函

数相关的参数。

由角谱衍射理论 ,真空中传播的单色标量光场可
表示为 [ 8 ] : U ( x, y, z) =

∫∫
∞

- ∞
A ( fx , fy , z) exp [ i2π ( x fx + y fy ) ] d fx d fy (4)

A ( fx , fy , z) =

A0 ( fx , fy ) exp ikz 1 -λ2 f2
x -λ2 f2

y
(5)

A0 ( fx , fy ) =

∫∫
∞

- ∞
U ( x, y, 0) exp [ - i2π ( xfx + yfy ) ] dxdy (6)

式中 , U ( x, y, 0 )为 z = 0处横截面上的光场复振幅 ,
A0 ( fx , fy )为 z = 0处光场复振幅的角谱 , A ( fx , fy , z)为 z

处光场复振幅的角谱 , fx , fy ,为空间频率。 ( 5 )式中
( f 2

x + f 2
y )≤ (1 /λ2 )表示传播波 , ( f2

x + f2
y ) > (1 /λ2 )表

示倏逝波。将 ( 6)式应用于二维标量光场 ,结合 ( 2 )
式、(3)式可将双曲正弦高斯光束束腰处 ( z = 0)光场
复振幅的角谱表示为 :

A0 ( fx ) = ∫
∞

-∞
exp - x2

w2
0

sinh (Ω0 x) exp [ - i2π( xfx ) ]dx =

- iexp δΩ0

2
π w0 exp - k2

4
w2

0α
2 sin ( kδα) (7)

式中 ,δ=w2
0Ω0 /2,α =λ fx。将 ( 1)式应用于二维标量

光场 ,并采用非傍轴标量光束光束半宽 W ( z)的定

义 [ 9, 10 ] ,即可求得 :

W 2 ( z) = 4
P ( z) ∫

∞

- ∞
x2 Jz ( x, z) dx =

1
π2 P ( z)

Re∫
∞

- ∞

9[A ( fx , z)γ]
9fx

9[A3 ( fx , z) ]
9fx

d fx (8)

式中 ,γ = 1 -α2 ,α =λ fx , A ( fx , z ) = A0 ( fx ) ×

exp ( ikγz) , P ( z) = P (0) =∫
1 /λ

- 1 /λ
γ| A0 ( fx ) | 2 d fx为 z处

横截面上光束的总能流 ,即横截面上的总能流与光束
的传播距离无关 ,即光束在传输过程中能量是守恒的。
将 W 2 ( z ) 分为传播波与倏逝波的贡献 W 2

h ( z) ,

W 2
i ( z) [ 9 ] ,即 :

　　W 2 ( z) = W 2
h ( z) +W 2

i ( z) (9)

式中 : W 2
h ( z) = 1

π2 P ( z)
×

Re∫
1 /λ

- 1 /λ

9[A ( fx , z)γ]
9fx

9[A3 ( fx , z) ]
9fx

d fx (10)

W 2
i ( z) = 1

π2 P ( z)
×

Re∫| f x | >1 /λ

9[A ( fx , z)γ]
9fx

9[A3 ( fx , z) ]
9fx

d fx (11)

由 (11)式可知 ,若 z = 0处的光场复振幅的角谱 A0 ( fx )

为实数或纯虚数 ,则倏逝波对光场二阶矩的贡献为 0。
二维非傍轴标量光束的束腰半径、远场发散角、光束质

量因子可分别表示为 (设 z轴的坐标原点位于光束的

束腰处 ) : W 2
m in = W 2

h (0) = 1
π2 P ( z)

×

Re∫
1 /λ

- 1 /λ

9[A0 ( fx )γ]
9fx

9[A3
0 ( fx ) ]
9fx

d fx (12)

tan2θ = 4λ2

P ( z) ∫
1 /λ

- 1 /λ
| A0 ( fx ) | 2 f 2

x

γd fx (13)

M 2 =πW (0)·tanθ/λ (14)

由 (7)式可知 ,双曲正弦高斯光束在 z = 0处光场复振
幅的角谱 A0 ( fx )为纯虚数 ,则由 ( 12)式～ ( 14)式 ,经
数值计算可得非傍轴双曲正弦高斯光束的束腰半径

W 2
m in、远场发散角 tan2θ、光束质量因子 M 2随 w0 /λ的

变化情况 ,如图 1、图 2、图 3所示。傍轴双曲正弦高斯
光束的质量因子为 [ 4, 5 ] :

　　　　M 2 =

[1 +β+ (β2 - 2) exp ( -β/2) + (1 -β) exp ( -β) ]
1 - exp ( -β/2)

(15)

式中 ,β=w2
0Ω

2
0。由 ( 15 )式经数值计算 ,可得傍轴、非

傍轴双曲正弦高斯光束质量因子的比较 ,如图 4所示。

Fig. 1　The beam waistWm in (0) /λ as a function of the w0 /λ(Ω0 = 1 /λ)

Fig. 2　The far2field divergence angleθas a function of the w0 /λ(Ω0 = 1 /λ)

Fig. 3 The beam quality factorM 2 as a function of the w0 /λ(Ω0 =1/λ)
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Fig. 4　The beam quality factor of the non2paraxial and paraxial M 2 as a
function of the w0 /λ(Ω0 = 1 /λ)

2　结果与讨论

在 w0 /λ > 2时 ,傍轴与非傍轴标量理论计算的双

曲正弦高斯光束的质量因子趋于一致 ;在 w0 /λ < 1
时 ,两者有较大的差别。因此 ,当光束的束腰半径较大
时 ,可用传统的标量光场光强定义来近似描述横截面
上光场的能量传输 ,传统的光强二阶矩理论也近似成
立 ,傍轴双曲正弦高斯光束可以看成是由中心分别位
于 ( -Ω0 w2

0 /2, 0, 0 )和 (Ω0 w2
0 /2, 0, 0 )处 ,束腰半径相

同、位相差为π的两束偏心基模高斯光束的相干叠

加 ;而当光束的束腰半径较小时 (w0 <λ) ,光束横截面
上的光强不能采用传统的光强定义 ,而必须采用光强
的精确定义进行描述 ,光束质量因子也必须采用精确
光强定义下的非傍轴光束质量因子的定义作修正。另

外 ,还必须强调指出 ,当光束的束腰半径较小时 ,倏逝
波对光束的光强二阶矩的贡献一般不可忽略 ,仅当光
束束腰处 (取 z = 0)光场复振幅的角谱 A0 ( fx )为实数

或纯虚数时 ,倏逝波的贡献才为 0。
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