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无损光纤中与位相相关的扰动演化行为
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摘要: 利用小信号近似下线性化的非线性薛定谔方程导出了光纤中扰动幅度和位相的解析表达式; 计算并讨论了

扰动幅度和位相随传输距离的演化规律;在极坐标下给出了扰动相矢 ( phasor)顶点运动的轨迹,分析讨论了轨迹特征及

其渐近行为。结果表明, 扰动的初始位相对扰动的演化规律有强烈的影响。
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Phase dependent evolution behavior of perturbation in lossless optical f ibers
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Abstrac t: Using the linearized nonlinea r Schr dinger equa tion obta ined w ith the a id of the sm a ll s igna l approx im ation,

analytical expressions for the amp litude and phase o f a perturbation propagating in an optical fiber have been deduced. The

evo lution cha racte ristics o f the am plitude and phase o f the pe rturba tion has been calcu lated and d iscussed. Them oving tra jector ies

portrayed by the perturba tion phaso rs have been obta ined under the po lar coo rd inates. The characteristics and the asym ptotic

behav iors of the tra jectories have been ana lyzed. The resu lts show tha t the evo lution of the perturbation is intensive ly influenced by

the in itia l perturbation phase.
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引 言

光纤色散和克尔效应相互作用一直是人们关注的

问题
[ 1~ 9]

,这种作用是形成时间孤子的基本要素,因而

在通信领域有着极其重要的应用价值
[ 1, 2]
。此外, 这

种作用也可能诱发调制不稳定性
[ 1, 3~ 9]

,使光纤中传输

的连续或准连续的光波发生分裂
[ 1~ 4]
。

前人曾经在小信号近似下,从忽略
[ 1, 5, 6]

和考虑高

阶色散
[ 4, 7, 8]

的非线性薛定谔方程导出了扰动场复振

幅所遵循从的方程并得到了与传输距离无关的扰动的

功率增益系数。然而,由于对扰动场的数学形式所作

的设定使得求解相当困难, 因而人为地把扰动增益系

数限定为常量,从而在事实上把研究放在了对渐近行

为的分析上,因而没有真正获得扰动演化的完整图像。

换句话说,前人的研究丢失了扰动演化的初始阶段的

信息,而正是在这一阶段中扰动变化最为剧烈,扰动演

化对初始位相有着极其强烈的依赖关系。

在本文中,笔者用幅度与位相两个实数来表示扰

动场,从忽略高阶色散的非线性薛定谔方程导出了幅

度和位相的方程并求出了解析解; 利用解析解找到了

一个在传播过程中保持不变的量; 研究了具有不同初

始位相的扰动的幅度和位相随传输距离的变化特征。

研究还表明,在位相 距离平面上存在着几个区域, 处

于这些区域的位相最终将被吸引到各自的渐近值上

去。此外,也在极坐标下给出了扰动相矢顶点运动的

轨迹,并对不同初始位相的扰动相矢顶点轨迹特征及

趋向进行了分析。

1 非线性薛定谔方程的线性化及其求解

忽略光纤损耗和高阶色散时, 在小信号近似下描

述复扰动变化的线性化非线性薛定谔方程为
[ 1 ]

:

i
z

=
2

2

T
2 -  P 0 ( +

*
) ( 1)

式中, *  号表示复共轭, 常数 和  分别表征二阶

群速度色散系数及非线性系数。通常, 复量 需要用

两个实数来描述,在本文中,用幅度和位相角的方式来
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表示复量。于是, 与载波的角频差为 ! 的扰动可写

为: = ∀( z ) exp{ i[ # ( z ) - !T ] } ( 2)

式中, ∀( z )表示扰动幅度, # ( z)表示扰动场与强背景

场的位相差。

前人的研究表明, 调制不稳定发生在 < 0的情

况下。此时,把 ( 2)式代入 ( 1)式并分离实、虚部可得:

∃
z

= | |
! f

2
[ 1 + cos( 2∃) ] - !

2

2
( 3a)

1
∀
∀
z

= | |
! f

2
sin( 2∃)

2
( 3b)

式中, ! f
2
= ( 2 A 0

2
) | |, ∃= # ( z ) - !T。与前人的处

理相比, ! f就是不稳定扰动的最大增长 (角 )频率; 而

( 3a)式和 ( 3b)式分别与扰动波数 k的实部和虚部 (增

益 )有关。从 ( 3a)式和 ( 3b)式可以看出,在传输过程

中,扰动的位相不是传输距离 z的线性函数, 扰动的增

益也不是常数。前人将复量 表示为 { U0 cos( kz-

!T ) + iV0 sin ( kz - !T ) }或 { U0 exp [ i ( kz - !T ) ] +

iV0 exp[ i( kz - !T ) ] }的形式
[ 1, 4, 5]

并在数学推导中认

定波数 k是与距离无关的常数, 从而对本来自洽的扰

动演化方程作了人为的限定,而 k的实部和虚部分别

与扰动的位相和增益系数相关, 故这种人为的限定导

致了与位相相关的扰动初始演化信息的丢失。

从 ( 3a)式还可以看出, 在 !
2

< 2! f
2

= ! c
2
的情况

下,对 ∃的积分是反双曲正切。换句话说, 当扰动频

率 ! 小于截止频率 ! c时将出现调制不稳定现象。

完成 ( 3a)式积分,可以得到位相随 z变化的解析关系

式为:

tanh[ | | D z + %] =
D sin( 2∃)

! f
2

+ ( ! f
2

- !
2
) cos( 2∃)

( 4)

式中, D = | ! | 2! f
2

- !
2

( 5a)

% = artanh
D sin( 2∃0 )

! f
2

+ (! f

2
- !

2
) cos( 2∃0 )

( 5b)

在 ( 5b)式中, ∃0表示 z = 0处的 ∃值。把 ( 4)式代入

( 3b)式可以得到扰动的电场增益系数为:

ge =
1

2
| | D ! f

2 ! f
2

tanh( %+ | | Dz ) ! |(! f
2

- !
2
) tanh( % + | | D z) ∀ sech( %+ | | Dz ) |

! f
4

- ( ! f
2

- !
2
) sech

2
( %+ | | Dz )

( 6)

等式右边分子上的 !  号的取舍可以通过 ( 6)式和

( 3b)式在 z = 0处应该相等这一事实确定。计算表明,

在下列情况下需取 +  号 (其余取 -  )。

( 1)在 sin ( 2∃0 )为正的情况下, 如果 ! >

! f ,那么在 ! > 2 ! f cos(∃0 ) 时取 +  号,

如果 ! < ! f ,那么在 ! < 2 ! f cos( ∃0 )

时也取 +  号。

( 2) 在 sin( 2∃0 )为负的情况下,如果 ! 满足

2 ! f cos(∃0 ) < ! < ! f 或 ! f < ! <

2 ! f cos(∃0 ) ,则 ( 11)式取 +  号。

从 ( 6)式可以看到, 在 z# ∃ 的情况, 扰动的电场

增益系数的渐近值为:

ge ( ∃ ) =
| ! | 2! f

2
- !

2

2
( 7)

这正是文献中报道的扰动的电场增益系数表达式。在

一般情况下,增益系数随 z的演化与扰动初始位相有

关,只不过在传输距离足够大时,该系数趋向一个只与

扰动角频率 !有关的定值。

2 扰动演化行为分析

利用上边的扰动方程解可以分析扰动位相和幅度

的演化规律。在图 1中, 画出了不同初位相 ∃0 时,

! /! f等于 1. 13(见图 1a)和 0. 424(见图 1b)两种

频率的扰动的位相随传输距离的变化情况。图中, 由

下而上各曲线的 ∃0从 - 8& /9按间距 & /9依次增加到

&。根据文献 [ 1 ], 计算所用的参数选为 2 =

Fig. 1 E volu t ion of perturb at ion ph asew ith prop agat ion d istance for d ifferent

in itia l ph ases

- 0. 02ps
2

/m, ! f = 1 % 10
12

rad /s。

由图可见, z ∃平面被几条水平分界线分割成若

干区域,这些分界线的方程为:

∃ = ∋n = n&-
arccos( !

2
/! f

2
- 1)

2

( n = 0, ! 1, ! 2, & ) ( 8)

而扰动的位相最终趋向几条水平线, 这些水平线满足
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的方程为:

∃= (n = n&+
arccos( !

2
/! f

2
- 1)

2

( n = 0, ! 1, ! 2, & ) ( 9)

当扰动的初位相在 ∋n到 ∋n + 1之间时,位相 ∃最终趋向

(n。其实,从 ( 3a)式可以看出, 无论 ∃等于 ∋n或 (n,都

可使 d∃ /dz = 0,使得扰动位相不再随距离变化。运用

常规的判断方程稳定性的分析方法可以证明, 当 ∃=

(n时, 不动点 (n对应的是稳定解,而 ∋n则对应的是非

稳定解。

在上一节,曾导出了扰动增益系数的表达式,为获

知扰动自身的变化情况,不但要知道扰动位相 ∃,还要

求得扰动幅度 ∀。结合 ( 3a)式和 ( 3b)式,完成积分后

可求得:

∀= ∀0
! f

2
[ 1 + cos( 2∃0 ) ] - !

2

! f
2
[ 1 + cos( 2∃) ] - !

2 ( 10)

式中, ∀0为扰动的初始幅度。从 ( 10)式可以看出,

∀
2

{! f
2
[ 1+ cos( 2∃) ] - !

2
}是一个不随 z变化的量。

在图 2中,给出了不同初位相值 ∃0时,
!
! f

等

于 0. 141(见图 2a)和 0. 424 (见图 2b)两种频率的归

一化扰动幅度 ∀/∀0随 z的演化曲线。计算中所用的

2和 ! f与图 1相同。由图可见, 视初位相的不同, 扰

动幅度随距离的演化规律大体有两种可能的形式, 一

Fig. 2 E volut ion of perturbation amp litudew ith propagat ion d istance for d if

feren t in itial phases

是先衰减再增长,二是单调增长,增长的快慢也不同。

若将扰动 看成一个相矢,则可在极坐标 ( ∃, ∀)

中画出归一化相矢顶点的运动轨迹。在图 3中, 给出

了扰动频率 ! = 1. 1! f,初始位相 ∃0从 - & /6增加

到 7& /4 (步长为 & /12)时的归一化扰动相矢顶点的

运动轨迹,计算所用 2和 ! f与图 1相同。由图可见,

Fig. 3 The m ov ing trajectories portrayed by the perturbat ion phasors for d if

feren t in itial phases

不同初始位相的曲线始于一个半径为 1的圆, 因为在

z = 0处 ∀/∀0均为 1; 初始位相 ∃0在 ∋0和 ∋1之间的扰

动,最终都集中到代表 (0的射线上去; ∃0在 ∋1和 ∋2

之间的扰动,最终都集中到代表 (1的射线上去。还可

以看出,若 ∃0位于第 1象限或第 3象限,则扰动幅度

单调地增加,若 ∃0位于第 2象限或第 4象限, 则轨线

的起始阶段会落入半径为 1的圆内, 说明扰动幅度先

衰减,然后再增加。

在图 4直角坐标中给出了不同扰动初位相 ∃0 (从

- &到 &,步长为 & /16)时的归一化扰动幅度 ∀/∀0随

扰动位相角 ∃的变化曲线, 计算中使用 ! =

1. 1! f, 2和 ! f与图 1相同。此图进一步反映了以下

物理事实:初位相 ∃0在 ∋n到 ∋n+ 1之间时,位相 ∃最终

趋向 (n;视初位相的不同, 扰动位相的增长有两种方

式,若 ∃0在 ∋n到 (n之间, 则扰动位相单调增加趋于

(n, 若 ∃0在 (n到 ∋n + 1之间,则扰动位相 ∃单调减少趋

于 (n。视初位相的不同,扰动幅度的增长也有两种方

式,一是单调增长,二是先衰减,后增长。

F ig. 4 Variations of perturbation am p litudesw ith phases for d iffer

ent in it ial phases
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3 结 论

采用幅度与位相两个实数表示扰动场,在光纤负

色散区和扰动角频率小于截止角频率的情况下, 利用

线性化的非线性薛定谔方程研究了无损光纤中扰动的

演化行为,导出了扰动幅度和位相的解析表达式;计算

并讨论了扰动幅度和位相随传输距离的演化规律; 在

极坐标下给出了扰动相矢顶点运动的轨迹,对不同初

始位相的扰动相矢顶点轨迹特征及趋向进行了分析,

并与直角坐标下的扰动幅度 位相图结果一起对扰动

的演化作了深入讨论。研究表明, 扰动幅度和位相的

初始演化都对扰动初位相有着强烈的依赖关系。在位

相 距离平面上存在着几个区域,处于这些区域的位相

最终将被吸引到各自的渐近值上去, 以各自的位相渐

近值为界,当初始相位值大于渐近值时,扰动位相将单

调下降趋于渐近值,反之, 则扰动位相将单调上升趋于

渐近值,若初始位相值等于渐近值,则扰动位相不随距

离而变;若扰动初位相 ∃0位于第 1象限或第 3象限,

则扰动幅度单调地增加,若 ∃0位于第 2象限或第 4象

限,则扰动幅度先衰减,然后再增加。
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性有所改善,得到能量稳定性高达 2%, 脉冲稳定性为

6. 5%, 频率精度优于 0. 005% 的激光输出, 消除了

C r
4+ ∋YAG被动调 Q的子脉冲现象,且脉冲波形光滑。

可见, 定向棱镜腔改善了输出 C r
4+ ∋YAG被动调 Q激

光器的稳定性。

感谢上海光机所徐军博士提供的 Cr
4+ ∋YAG晶

体。
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