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一种变折射率光学系统光线追迹的新方法

王润轩
(宝鸡文理学院 物理系 ,宝鸡 721007)

摘要 : 光线方程仅在系统折射率为轴对称分布及近轴近似条件下可求得解析解 ,而对非近轴光线 ,尤其是变
折射率系统 ,只能用计算机进行光线追迹 ,求数值解。常用之法是 Taylor级数展开法 ,可达到一定精度 ,但计算量相
当大。变形光线方程后 ,对定义的新变量直接应用一种标准的数学积分技术———Runge2Kutta方法 ,可达同样精度
要求 ,而计算量大为减小。此法的另一好处是在于计算过程中简化了各光学平面两侧折射率的计算。在介绍
Runge2Kutta方法的同时 ,给出算例以与 Taylor级数展开法比较。
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A ne w method of ray tracing in gradient index optics
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Abstract : As to the nonlinear optical equations ,the exact analytical solutions can only be available on the condition that the
refractive index of the medium is axial symmetry with the paraxial approximation. Beyond these conditions , the analysis of the
equations should resort to computer simulations. The traditional simulation based on Taylor series is a very intricate method
consuming a great number of time. However ,by introducing new proper variables ,the Runge2Kutta method is an economic method
on this problem. In this method ,the calculations related to the refractive index on either side of the optical planes are greatly
simplified. The Runge2Kutta method is introduced and the comparisons between these two methods are also presented.

Key words : gradient index optics ;ray tracing ;Runge2Kutta method ;Taylor method

　　基金项目 :陕西省教育厅专项基金资助项目 (04J K121)
作者简介 :王润轩 (19532) ,男 ,副教授 ,主要从事非线性

全光通信研究。

E2mail :wangrunxuan2001 @eyou. com
收稿日期 :2003211220 ;收到修改稿日期 :2004204202

引　言

变折射率光学 (gradient index optics , GRIN)是研
究光在变折射率媒质中传播和成像规律的一个老课

题。由于近年来激光技术、光纤通信技术以及集成

光学发展的需要 ,尤其是计算机技术的发展 ,可以用
数值解法来求解光线方程 ,随之而来的 GRIN系统
的光线追迹 , GRIN 系统的自动设计理论和算法 ,
GRIN系统的像质评价以及实测系统 , GRIN透镜棒
的制作工艺等都蓬勃发展起来 ,国际间学术交流不
断 ,专题会议频繁举行 ,业已形成光学领域中的专门
课题。所以给它取了一个新名称 : GRIN成像光学。

众所周知 ,光线方程仅对系统折射率为轴对称分布
且在近轴近似条件下 ,可求得解析解 ,但对非近轴光
线经过系统难以求得解析解 ,只能用计算机进行光
线追迹 ,求数值解。光线追迹便成为 GRIN 光学的
基础[1 ]。作者由 Lagrange 方程导出光线方程 ,改变
其形式 ,定义新变量 ,采用 Runge2Kutta 算法[2 ]直接

求解变形的光线方程 ,给出结果和实例以与常用的
Taylor展开法比较 ,达到精度要求而计算量小 ,不失
为 GRIN系统光线追迹的新方法[3 ]。

1　GRIN光学的理论模型

Hamilton光学中的Largrange方程为 :
d (5L/ 5Ûx) / d z = 5L/ 5 x

d (5L/ 5Ûy) / d z = 5L/ 5 y
(1)

把光学Lagrange函数 :
L = n ( x , y , z) (1 + Ûx2 + Ûy2) 1/ 2 (2)

代入 (1) 式 ,并把光线的空间轨迹方程记作 : x =
x ( z) , y = y ( z) ,则光线的弧元 d s写为 :
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d s = [ (d x) 2 + (d y) 2 + (d z) 2 ]1/ 2 =

d z (1 + Ûx2 + Ûy2) 1/ 2 (3)

整理可得 : d ( nd x/ d s) / d s = 5 n/ 5 x (4)

d ( nd y/ d s) / d s = 5 n/ 5 y (5)

d ( nd z/ d s) / d s = 5 n/ 5 z (6)

(4)式～ (6)式写成矢量式 ,如下 :
d ( nd r/ d s) / d s = ¨ n (7)

这便是通常的光线方程 ,其实质是光线传播轨迹的
微分方程 ,而今作为 GRIN光学的理论基础 ,给出初
始条件 ,原则上就可求出光线的传播轨迹。

2　GRIN系统的光线追迹

上述光线方程一般难以求得解析解 ,但对一些
折射率为轴对称分布的系统 ,在近轴近似条件下 ,可
求得解析解。这些近轴光线都交于一点 ,形成完善
的像。但是非近轴光线经过系统后不交于近轴像

点 ,形成像差 ,这些非近轴光的解析解难以求得 ,但
可用电子计算机进行光线追迹、求数值解 ,至此光线
追迹便成为系统设计的基础。

所谓光线追迹 ,是指对过定点的一条光线 (给定
空间坐标和方向余弦 ) , 求出满足光线方程
d ( nd r/ d s) / d s = ¨ n的邻近点的光线坐标 (空间坐
标和方向余弦) 。常用的方法是把光线的空间坐标
矢量 r在起始点 p0附近按光线的弧长展开成 Taylor
级数 :

r = r ( s0) + d r
d s

s = s0

Δs + 1
2

d2 r
d s2

s = s0

(Δs) 2 + ⋯

(8)

再把 d r/ d s作类似展开 :

d r
d s = d r

d s
s = s0

+ d2 r
d s2

s = s0

Δs + ⋯ (9)

式中 ,d r/ d s表示光线的切向单位矢量 ,以τ表示 ;
d2 r/ d s2表示光线的法向单位矢量 ,以 k 表示。于

是有 : k·τ = 0 (10)

(9)式可写成 :
τ( s) =τ( s0) + k ( s0) ¨ s0 + ⋯ (11)

光线方程可写成 :
(d n/ d s) ·(d r/ d s) + nd2 r/ d s2 = ¨ n (12)

即 τd n/ d s + nk = ¨ n (13)

由 (12)式两边点乘以τ得 :
d n/ d s =τ·¨ n (14)

由 (13)式和 (14)式可得 :
k = [ ¨ n - τ(τ·¨ n) ]/ n (15)

这样 ,就可求得起始点附近满足光线方程的光线坐
标 r及τ。所取Δs越小 ,计算越精确。

上述方法要进行 Taylor级数展开。为达到一定
精度 ,要求保留项数较多 ,且Δs 取得很小 ,计算量
非常大。这里介绍一种新方法 ,达到一定精度 ,而所
需计算量较小。其基本思想是把光线方程变形后 ,
对定义的新变量直接应用标准的数学积分技术 ,如
Runge2Kutta方法 ,求解变形的光线方程。
写出光线方程 :

d[ n ( r) d r/ d s ]/ d s = ¨ n ( r) (16)

式中 , r = xi + yj + zk 为光线上某点的位置坐标 ,
n ( r)为折射率分布 ,d s为沿光线的弧元。

该方程不便于直接积分 ,要改变它的形式定义
新的变量 t为 :

t =∫d s
n , 　d t = d s

n
(17)

于是光线方程 (16)式可写成 :
d2 r/ d t2 = n ¨ n (18)

或 d2 r/ d t2 = ¨ n2/ 2 (19)

定义光线矢为 : T = d r/ d t (20)

显然 ,有 :

T = d r
d t = n d r

d s = n d x
d s i

^
+ n d y

d s j
^

+ n d z
d sk

^
=

ncosαi + ncosβj + ncosγk (21)

式中 ,α,β,γ分别是光线矢与 x , y , z 轴的夹角 ,所
以光线矢 T的 3 个分量是 3 个光线方向的余弦。
用 Runge2Kutta方法进行数值积分 ,求解 (19)式的计
算量如同求解一阶微分方程的计算量一样少。

此方法还有一个好处 ,在计算过程中 ,可同时求
得 T ,这就简化了各个光学表面两侧折射率的计算。
把折射定律用光线矢表示为 :

T′= T + bv (22)

式中 , T , T′分别为折射前后的光线矢 , v 为折射点

处的光学表面的法向单位矢。b为一与折射点处的
入射角及折射前后的折射率有关的系数。上式两边

都点乘 v ,可求得 b :
b = T′·v - T·v = [ n′2 - n2 + ( T·v) 2 ]1/ 2 - T·v
=

[ n′2 - n2 + n2cos2θ]1/ 2 - ncosθ (23)

式中 ,θ为折射点处的入射角 , n , n′分别为折射前后
的折射率。

定义 3个列矩阵 :

R =

x

y

z

, T =

Tx

Ty

Tz

= n

d x/ d s

d y/ d s

d z/ d s

,
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D = n

5 n/ 5 x

5 n/ 5 x

5 n/ 5 z

= 1
2

5 n2/ 5 x

5 n2/ 5 y

5 n2/ 5 z

(24)

(19)式写成矩阵形式 :
d2 R/ d t2 = D ( R) (25)

于是 ,给定初始条件 R0 ( x0 , y0 , z0)及 T0 ( T0 x , T0 y ,

T0z) ,由 ( R0 , T0)可相继求得 ( R1 , T1) , ( R2 , T2) ,
( Rn , Tn) 。根据 Runge2Kutta 算法 ,追迹光线通过媒
质的公式为 :

Rn +1 = Rn +Δt [ Tn + 1
6 ( A + 2 B) ]

Tn +1 = Tn + 1
6 ( A + 4 B + C)

(26)

式中 ,
A =ΔtD ( Rn)

B =ΔtD ( Rn +
Δt

2 ·Tn + 1
8Δt ·A)

C =ΔtD ( Rn +Δt ·Tn + 1
2Δt ·B)

(27)

Δt是 t的增量 ,且 D不含 t ,所以 ,在计算时 ,实际 t

值无关重要 ,只要有Δt 即可。Δt 的值由折射率分

布及精度要求而定。显然 ,折射率梯度越大时 ,要达
到一定的精度 ,要求Δt 越小 ,这就使计算量增大。
在一定精度要求下 ,Δt是衡量数值计算法效率的标

准。实践证明 ,这种方法用相当大的Δt 值可获得

足够的精度。所以此法较其它算法工作量少得多。

下面举例说明此方法的精度与Δt的关系。

例 (1) :对 n2 = 2. 5 - 0. 1 ( x2 + y2)棒用光线追迹

法从 z = 0到 z = 1 ,各种Δt 值的精度见表 1。此例
　　 Table 1　z = 1 place of percents error margin

Δt z = 1 place of percents error margin

0. 05 6×10 - 10

0. 10 8×10 - 9

0. 20 1×10 - 7

0. 25 4×10 - 6

中折射率梯度很高 ,如用 Taylor级数展开 ,要达一定
的精度 ,就应保留较多的项 ,而且Δs 应小 ,所以计
算量很大。

例 (2) : n ( z) = 1. 55 - αz 单片入射表面 ,出射表

面处 z = 2 ,当α= 0. 02 时 ,此法计算精度达 10 - 11 ;
当α= 0. 2 时 ,Δt = 0. 35 ,百分误差为 10 - 7 ,用其它
方法 ,要达到百分误差 10 - 7 ,要求Δt = 0. 01 ,计算量
增加 35倍。

例 (3) : n ( z) = 1. 55 - 0. 005 ( x2 + y2) + 0. 022 -
0. 00522单片透镜 ,第 1表面处 z = 0 ,曲率为 0. 1 ;第

2 表面处 z = 1. 0 , 曲率为 - 0. 06477 , 像面 z =
10. 615405 ,起始光线平行于 z 轴交第 1 面于 (0. 4 ;
0. 0) ,用此法计算由第 1 面追到像面 ,精度高达
10 - 8。

3　结束语

随着计算机技术的发展和科学技术的进步 ,科
学与工程计算的应用范围已扩大到许多学科领域 ,
例如 ,计算力学、计算物理、计算光学等等。实验、理
论、计算已成为目前人们进行科学活动的 3大方法。
笔者旨在介绍 GRIN成像光学中较为实用的计算方
法 ,有兴趣的读者可进一步阅读参考文献[1 ]和参考
文献[2 ]。在变形光线方程的基础上 ,定义新变量 ,
采用 Runge2Kutta算法直接求解变形的光线方程 ,给
出结果和实例与常用的 Taylor 展开法比较 ,达到精
度要求而计算量小 ,不失为 GRIN系统光线追迹的
新方法。该方法可用于求已知折射率分布的光学系

统的点列图 ,还可以根据 Seidel 像差理论选择合适
的初始结构 ,设计出最佳分布系统。
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