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光束的二阶矩矩阵和 M 2因子

彭愿洁1 ,吕百达1 ,2

(1.四川大学 激光物理与化学研究所 ,成都 610064 ; 2.江西师范大学 物理与电子通信学院 ,南昌 330027)

摘要 : 基于 4×4二阶矩矩阵 ,对一般光束的 M 2因子和本征像散 a作了研究 ,得出复杂像散光束、旋转简单像
散光束、准直简单像散光束和无像散光束等一些典型光束的 M2因子和本征像散的解析公式 ,并作了分析。研究表
明 ,一般而言 ,扭曲会引起本征像散的增加 ,但却不会影响 M 2因子。
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Second2order moments matrix and M 2 factor of optical beams
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Abstract : Based on the 4 ×4 second2order moments matrix ,the M 2 factor and intrinsic astigmatism a of general optical
beams are studied. The analytical expressions for the M 2 factor and intrinsic astigmatism a of some typical types of beam ,such as
the general astigmatic beam ,rotationally simple astigmatic beam ,aligned simple astigmatic beam and stigmatic beam ,are given and
analyzed. It is shown that the twist result is an increase of the intrinsic astigmatism ,but doesn’t affect the M2 factor in general.
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引　言

自 SIEGMAN提出用 M 2 因子评价激光光束质

量以来[1 ] ,对光束描述和光束的传输不变量等问题

已经进行了广泛的研究。一般地 ,可用一个 4×4二
阶矩矩阵 V 来描述光束的基本特性 ,按 V 矩阵的

独立矩阵元数目对光束分类 ,并由 V矩阵的传输公

式和不变量来定义光束的 M 2 因子和本征像散[2 ]。

V 矩阵的实对称正定性和传输矩阵的辛性质决定

了光束传输变换的若干重要特性。文中使用二阶矩

矩阵方法对一般光束的 M2 因子和本征像散做详细

讨论 ,给出了 ( M 2) 2 = Mx
2·My

2 成立的条件 ,并对光
束扭曲项的影响作了物理分析。

1　光束的二阶矩矩阵

一般光束可用一个 4×4的矩阵来描述[3 ] :

V =
W M

MT U
=

W11 W12 M11 M12

W12 W22 M21 M22

M11 M21 U11 U12

M12 M22 U12 U22

(1a)

或写为 :

V =

〈 x2〉〈xy〉〈xu〉〈xv〉

〈xy〉〈y2〉〈yu〉〈yv〉

〈xu〉〈yu〉〈 u2〉〈 uv〉

〈xv〉〈yv〉〈 uv〉〈v2〉

(1b)

式中 ,上标 T表示转置运算。10个矩阵元的物理意
义分别为 :〈 x2〉,〈 y2〉与束宽平方成正比 ,〈 u2〉,〈v2〉

正比于远场发散角的平方 ,〈 xu〉,〈 yv〉反比于光束

在 x和 y方向等相面曲率半径 ,〈xy〉,〈 uv〉分别为光

束在近场和远场的取向 ,〈 xv〉,〈 yu〉为与光束扭曲

有关的参数。因 V 矩阵是实对称和正定的 ,因此 ,
采用适当的光学系统 ,总可以将 V 矩阵对角化

为[4 ] :

V′=

W11′ 0 0 0

0 W22′ 0 0

0 0 U11′ 0

0 0 0 U22′

(2)
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或对称化为[5 ] :

V″=

W11″ 0 0 - M12″

0 W11″ M12″ 0

0 M12″ U11″ 0

- M12″ 0 0 U11″

(3)

V矩阵通过用 4 ×4辛矩阵 S =
A B

C D
描述的一

阶光学系统时有两个传输不变量 ,即 M 2 因子和本

征像散 a : ( M 2) 2 = 4 k2 det V (4)

a = 2 k2 [ Tr ( VJ ) 2 - 2 det V ] (5)

式中 ,Tr ,det分别表示矩阵的迹和对应行列式值 , k

为波数 ,
Tr ( VJ ) 2 = ( W11 U11 - M11

2) + ( W22 U22 - M22
2) +

2 ( W12 U12 - M12 M21) (6)

式中 , J =
0 I

- I 0
, I =

1 0
0 1

。注意 ,一般情况

下用 (4)式定义的 M 2因子不能写为常见形式[1 ] :
( M2) 2 = Mx

2 My
2 (7)

式中 , Mx
2 = 2 k W11 U11 - M11

2 (对 My
2 有类似表

示 ,从略) 。仅当二阶矩矩阵元满足条件 :

M12 = M21 ,
W12

W11 - W22
=

M12

M11 - M22
=

U12

U11 - U22
= 1

2 tan (2φ) (8)

时有 :

V = Sφ
Wd Md

Md Ud
SφT (下标 d表示对角矩阵) (9)

Sφ =
R 0
0 R

, R =
cosφ sinφ

- sinφ cosφ
(10)

此时 (7)式才成立。物理上 ,条件 (8)式意味着光束
本身 ,或经旋转后 ,在 x , y 方向变量是可分离的。

容易证明 ,无像散光束、准直简单像散光束和旋转简
单像散光束都属于这类 ,而复杂像散光束则不满足
(8)式。

2　各类光束的 M 2 因子和本征像散

2. 1　无像散光束( stigmatic beam , ST光束)

3个独立光束参数为 w (束宽) 、σ(相关长度) 、

R (等相面曲率半径) ,二阶矩矩阵为 :

V =
WI MI

MI UI
(11)

式中 , W = w2

4 , M = - w2

4 R , U = ( w - 2 +σ- 2)
k2 + w2

4 R2。

二阶矩矩阵元满足 (8)式条件 ,有 :

Mx
2 = My

2 = 1 + w2

σ2

1/ 2

(12)

( M2) 2
ST = 1 + w2

σ2 (13)

本征像散为 :
aST = 0 (14)

2. 2　准直简单像散光束( aligned simple astigmatic
beam , ASA光束)

　　在 x , y 方向 6个独立光束参数分别为 wx ,σx ,
Rx 和 wy ,σy , Ry ,二阶矩矩阵为 :

V =

W11 0 M11 0

0 W22 0 M22

M11 0 U11 0

0 M22 0 U22

(15)

式中 , W11 =
wx

2

4 , W22 =
wy

2

4 , M11 = -
wx

2

4 Rx
, M22 =

-
wy

2

4 Ry
, U11 =

( wx
- 2 +σx

- 2)
k2 +

wx
2

4 Rx
2 , U22 =

( wy
- 2 +σy

- 2)
k2 +

wy
2

4 Ry
2。

二阶矩矩阵元满足 (8)式条件 ,有 :

Mx
2 = 1 +

wx
2

σx
2

1/ 2

　( My
2类似 ,略去) (16)

( M2) 2
ASA = 1 +

wx
2

σx
2 1 +

wy
2

σy
2

1/ 2

(17)

本征像散为 :

aASA = 1
2 1 +

wx
2

σx
2

1/ 2

- 1 +
wy

2

σy
2

1/ 2 2

(18)

2. 3　旋转简单像散光束( rotationally simple
astigmatic beam , RSA光束)

　　RSA光束可看成 ASA光束旋转角度φ,或者在
与 ASA光束主轴成 - φ角的坐标系中观察的光束 ,
因此 ,其独立的 7个光束参数就是 ASA光束的独立
光束参数 wxASA ,σxASA , RxASA , wyASA ,σyASA , RyASA加上

转角φ,在其所选坐标系中共有 9个光束参数 wx ,
wy , wxy ,σx ,σy ,σxy和 Rx , Ry , Rxy ,且有关系式 :

Xx = XxASAcos2φ + XyASAsin2φ

Xxy = ( XyASA - XxASA) sinφcosφ

Xy = XxASAsin2φ + XyASAcos2φ

(19)
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式中 , X 分别为 w2 ,σ2 和 R。RSA光束的二阶矩矩
阵可表示为 :

VRSA = SφVASA SφT =

Sφ

W11ASA 0 M11ASA 0

0 W22ASA 0 M22ASA

M11ASA 0 U11ASA 0

0 M22ASA 0 U22ASA

SφT =

W11 W12 M11 M12

W12 W22 M12 M22

M11 M12 U11 U12

M12 M22 U12 U22

(20)

Y11 = Y11ASA cos2φ + Y22ASA sin2φ, Y12 = ( Y22ASA -

Y11ASA) ×sinφcosφ, Y22 = Y11ASAsin2φ+ Y22ASAcos2φ。其

中 , Y分别为 W , M 和 U。因其二阶矩矩阵元满足
(8)式条件 ,有 : ( M 2) 2

RSA =

1 +
wx

2 + wy
2 + [ ( wx

2 - wy
2) 2 + 4 wxy

4 ]1/ 2

σx
2 +σy

2 + [ (σx
2 - σy

2) 2 + 4σxy
4 ]1/ 2

1/ 2

×

1 +
wx

2 + wy
2 - [ ( wx

2 - wy
2) 2 + 4 wxy

4 ]1/ 2

σx
2 +σy

2 - [ (σx
2 - σy

2) 2 + 4σxy
4 ]1/ 2

1/ 2

=

M2
xASA·M2

yASA =

1 +
w2

xASA

σ2
xASA

1 +
w2

yASA

σ2
yASA

1/ 4

= ( M2) 2
ASA (21)

式中 , M2
xASA =

1 +
wx

2 + wy
2 + [ ( wx

2 - wy
2) 2 + 4 wxy

4 ]1/ 2

σx
2 +σy

2 + [ (σx
2 -σy

2) 2 + 4σxy
4 ]1/ 2

1/ 2

=

1 +
w2

xASA

σ2
xASA

1/ 2

= ( Mx
2) ASA ( M2

yASA类似 ,略去) ,应该

注意的是 , M 2
RSA分离出的两个方向上的 M 2 因子并

不在其所选实验室坐标系的 x , y 方向上 ,而是在其
光束参数主轴方向上 ,因此分别记为 M2

xASA , M2
yASA。

本征像散为 : aRSA = 1
2 ×

1 +
wx

2 + wy
2 + [ ( wx

2 - wy
2) 2 + 4wxy

4 ]1/ 2

σx
2 +σy

2 + [ (σx
2 - σy

2) 2 + 4σxy
4 ]1/ 2

1/ 2

-

1 +
wx

2 + wy
2 - [ ( wx

2 - wy
2) 2 + 4wxy

4 ]1/ 2

σx
2 +σy

2 - [ (σx
2 - σy

2) 2 + 4σxy
4 ]1/ 2

1/ 2
2

=

1
2 1 +

w2
xASA

σ2
xASA

1/ 2

- 1 +
w2

yASA

σ2
yASA

1/ 2 2

= aASA (22)

由 (21)式、(22)式可以看出 ,RSA光束的 M 2 因子和

本征像散与 ASA 光束是相同的。这是因为物理上
RSA和 ASA是同一类光束 ,文献中亦合称为简单像
散光束。

2. 4　复杂像散光束( general astigmatic beam ,
GA光束)

10个独立光束参数为 w2 =
wx

2 wxy
2

wxy
2 wy

2
(束宽

矩阵) 、(σ2) - 1 =
σ- 2

x σ- 2
xy

σ- 2
xy σ- 2

y

(相关度矩阵的逆矩

阵) 、R - 1 =
R - 1

x R - 1
xy

R - 1
xy R - 1

y

(等相面曲率半径矩阵的逆

矩阵) 、μ(扭曲因子) ,二阶矩矩阵为 (1)式的一般形
式 ,矩阵元与光束参数的关系为 :

W11 =
wx

2

4 , W12 =
wxy

2

4 , W22 =
wy

2

4 , M11 = - 1
4 ×

[ wx
2 R - 1

x +wxy
2 ( R - 1

xy - μ) ] , M12 = - 1
4 [ wxy

2 R - 1
y +

wx
2 ( R - 1

xy + μ) ] , M21 = - 1
4 [ wxy

2 R - 1
x + wy

2 ( R - 1
xy -

μ) ] , M22 = - 1
4 [ wy

2 R - 1
y + wxy

2 ( R - 1
xy +μ) ] , U11 =

1
4 [ wx

2 R - 2
x + wy

2 ( R - 1
xy - μ) 2 + 2wxy

2 R - 1
x ( R - 1

xy - μ) ] +

σ- 2
x

k2 +
wy

2

k2 ( wx
2 wy

2 - wxy
4)

, U12 = 1
4 [ wxy

2 R - 1
x R - 1

y +

wx
2 R - 1

x ( R - 1
xy +μ) + wy

2 R - 1
y ( R - 1

xy - μ) + wxy
2 ( R - 2

xy -

μ2) ] +
σ- 2

xy

k2 -
wxy

2

k2 ( wx
2 wy

2 - wxy
4)

, U22 = 1
4 [ wy

2 R - 2
y +

wx
2 ( R - 1

xy +μ) 2 + 2 wxy
2 R - 1

y ( R - 1
xy +μ) ] +

σ- 2
y

k2 +

wx
2

k2 ( wx
2 wy

2 - wxy
4)

(23)

一般而言 ,复杂像散光束的二阶矩矩阵元不满足 (8)
式条件 , M 2因子为 :
( M2) 2

GA = [ (1 + wx
2σ- 2

x ) (1 + wy
2σ- 2

y ) - ( wx
2 wy

2 ×

σ- 4
xy +σ- 2

xσ- 2
y wxy

4 - wxy
4σ- 4

xy - 2 wxy
2σ- 2

xy ) ]1/ 2 (24)本征像散为 :

aGA = 1
2 k2 ( wx

2 wy
2 - wxy

4)μ2 + 1
2 (2 + wx

2σ- 2
x +

wy
2σ- 2

y ) + wxy
2σ- 2

xy - [ (1 + wx
2σ- 2

x ) (1 + wy
2σ- 2

y ) -

( wx
2 wy

2σ- 4
xy +σ- 2

xσ- 2
y wxy

4 - wxy
4σ- 4

xy - 2 w2
xyσ- 2

xy ) ]1/ 2

(25)

由 (13)式、(17)式、(21)式、(24)式可知 , M 2 因子只

与光束参数中的 w2 ,σ2 有关 ,与扭曲因子无关。而

056　 激　　光　　技　　术 2004年 12月



版
权

所
有

 ©
《

激
光

技
术

》
编

辑
部

扭曲因子μ却对本征像散 a 有影响。现以属于 GA
光束的有扭曲各向异性高斯2谢尔模型光束为例 ,作
计算说明。有扭曲各向异性高斯2谢尔模型光束本
征像散 a随扭曲因子绝对值|μ| 的变化如图 1 所
示。计算参数为 :光束波长λ= 1. 06μm ,束宽矩阵

w2 =
0. 15 0. 05
0. 05 0. 3

mm2 ,相关度矩阵的逆矩阵

(σ2) - 1 =
33 8
8 28

mm - 2。

Fig. 1 　Intrinsic astigmatism a of an anisotropic twisted Gaussian2Schell
model beam versus twist parameterμ

由图 1可以看出 , a随|μ|的增大而增加。

3　小　结

对 ST光束、ASA 光束、RSA 光束和 GA 光束的
M 2因子和本征像散作了详细分析。研究表明 ,只
有光束的 V矩阵满足 (8)式的条件时 , M 2 因子才能

写成 x , y方向乘积的形式。扭曲因子不影响 M 2因

子但会影响本征像散。某些文献中有时将扭曲因子

写入了 M2因子表示式 ,其原因是对不满足 (8)式的
光束也使用了 (7)式 (或类似公式)作为 M 2 因子的

定义式 ,这会导致不正确的结果。
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(上接第 647页)
子数分数为 0. 3 % ,采用LBO晶体获得二次谐波 ,其
尺寸为 4mm×4mm×8mm。将 Nd∶YVO4 晶体置入一

四周通有冷却水的铜块中进行冷却。

在半导体激光器输出功率为 12. 5W ,当 l4 =
0. 160m , l5 = 0. 1m时 ,在声光调制重复频率为 20kHz
时获得了二次谐波 1. 345W的平均功率输出 ,谐波
的光光转换效率为 10. 8 % ;当 l4 = 0. 180m , l5 =
0. 120m时 ,在声光调制重复频率为 20kHz时获得了
谐波 1. 20W的平均功率输出 ,其光光转换效率为
9. 5 %。可见 ,较短的腔长有利于提高转换效率 ,获
得较高的输出功率。此装置的总的转换效率不高是

由于抽运源的输出模式较差 ,输出光斑为一月牙形 ,
如果换一台较好的抽运源 ,相信转换效率与输出功
率会有较大改观。

4　结　论

使用光学传输矩阵详细分析了 Z型振叠腔腔内

倍频系统的激光晶体的热透镜效应、腔臂长度、输出
镜曲率半径等参数对系统的影响 ,这些分析对于 Z
型振叠腔的研究具有参考价值。
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