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三维轴对称场的一种代数层析重建方法

李俊昌, 马 � 琨,樊则宾, 伏云昌,凌东雄

(昆明理工大学 激光所,昆明 650093)

摘要: 提出了通过求解代数方程组重建三维轴对称场的一种方法, 并利用计算机数值计算及图像处理技术对

所提出的方法作了模拟证明。研究结果表明,重建场的平均误差通常在1%以下,当重建场边界区域的场分布与零

值相差较大时,其重建精度优于� 环带法 。
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An algebra layer analysis of reconstruction of three�dimensional axial symmetry
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Abstract: A new method through the solution of algebra equations to reconstruct the three�dimension axial symmetry field is

presented, which is simulated by numerical calculation and digital image processing technology. The research show that the average

error of reconstruction field less than 1% , the reconstruction field precision is better than that of � annulus reconstruction method 

when the field distribution of reconstruction boundary area is bigger than zero.

Key words: information optics; image reconstruction; CT technology; interference metrology

� � 基金项目:国家自然科学基金资助项目( 60178004) ; 云

南省自然科学基金资助项目( 2000F0042M)

作者简介: 李俊昌( 1945�) , 男, 研究员, 博士生导师, 主

要从事数字光信息及图像处理领域的研究。

E�mail: jcli@ vip. 163. com

收稿日期: 2003� 11� 26;收到修改稿日期: 2004� 05� 10

引 � 言

计算机层析( computed tomography, CT)技术是当

前获得广泛应用的重要技术, 在三维场的 CT 层析

检测领域,存在多种数值处理方法,例如卷积反投影

算法,非线性最优化方法以及最佳摄动量法等[ 1~ 3]。

然而, 尽管基于不同算法所研制的设备在工业检测

及医学辅助诊断中发挥了十分重要的作用, 所使用

的CT 重建计算方法还不是尽善尽美的。例如, 在

目前的图像处理的教材中, 获得广泛使用的卷积反

投影算法是作为一种被充分肯定的图像重建算法进

行介绍的[ 4, 5]。但是,已经有学者证明, 卷积反投影

算法不能解决光学 CT 图像重建中的逆问题, 并且,

这种方法对具有强散射效应的某些特殊物体重建的

可靠性还值得商榷[ 2]。因此, 根据应用研究的需要

及所检测对象的特点, 研究新的 CT 重建算法仍然

是国内外学者积极进行的工作。在许多情况下可以

将被测量对象简化为轴对称物体进行研究,存在一

些特殊的效率较高的 CT 重建方法, 例如 Abel变换

方法以及与基于Abel变换形成的�环带法 [ 1, 6]。作

者提出一种三维轴对称场的代数层析重建方法, 该

方法能够充分利用探测介质的分辩率及轴对称场的

投影数据,足够准确地建立描述轴对称场的线性方

程组,通过线性方程组的求解进行轴对称场的重建。

计算机数值模拟及图像处理研究表明, 利用这种代

数层析方法重建场的平均误差通常在 1%以下。并

且,与�环带法 相比,当重建场边界区域的场分布与

零值相差较大时, 其重建精度优于�环带法 。

1 � 代数层析重建方法简述

为便于描述, 将所讨论的场视为以 y 轴为对称

轴的三维折射率场,对于给定的 y 值, 折射率场可

表为 n( x
2+ z

2
)或 n( r )。在图 1所示平面上设沿

z 轴正向有 2N + 1条平行光线透过平面 P 1 传播到

接收屏 P 2,令光线间隔为 h, 且设 h 为P 2平面上探

测单元(像素)的宽度; P1 和 P2 到 x 轴的距离均为

Nh ,光波从 P 1传播到 P2后,在平面 P2上光程的变

化由下积分给出
[ 7]
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Fig. 1 � Axial symmetry field and coordinate definit ion

�L ( x ) = 2!
Nh

0
n( x

2
+ z

2
)dz (1)

鉴于实际观测屏的分辨率总是有限的, 观测位置局

限于 x i= ih ( i = 0, 1, 2, ∀∀, N )。于是,利用梯形

积分近似将上式重新表为:

�L ( x i ) = h[ n( x i
2

+ z 0
2
) + n( x i

2
+ zN

2
) ] +

2h #
N- 1

j = 1

n( xi
2
+ z j

2
) (2)

式中, z j= jh( j= 0, 1, 2, ∀∀, N )。令 d = 2h, 如果

n ( id ) ( i= 0, 1, 2, ∀, N )是已知量,根据轴对称场的

特点, 通过插值就能求出所研究平面的折射率。考

察( 2)式可知,由于 �L ( xi )可以通过实验测量,通过

相应的插值方法将(2)式右端表为 n( id )的函数, 就

能根据测量值构成 N + 1个方程求出 n ( id)。

2 � 代数层析重建轴对称场模拟研究

为了证实以上方法的可行性, 现通过理论模拟

作出证明。设轴对称空间折射率分布为:

�N ( x
2
+ z

2
, y ) = aexp -

y
2

wy
2

x
2
+ z

2

w0
2 ∃

exp -
x
2

+ z
2

w0
2 (3)

式中, a, wy , w 0 为常数。根据( 1)式, 求得光波从 z

= - Nh平面到 z= Nh 平面因折射率变化引起的光

程变化为:

� � �L ( x , y ) = aexp -
y
2

wy
2 exp -

x
2

w 0
∃

�
x
2

w0
+

w 0

2
erf
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w 0

- Nhexp -
N

2
h
2

w 0
2 (4)

令 w0= 25mm, wy= 10mm, a= 0. 0001, h= ( 100/ 256)

mm, N= 128, 图 2a中给出折射率在 y= 0平面的分

布形貌。通过线性插值方法将 ( 2) 式右端表为 n

( id)的函数, 图 2b中给出利用( 4)式获得的数据重

建的折射率分布。不难看出, 作者提出的方法可

Fig. 2 � Refractive index f ield comparison of imitation and algebra reconstruc�

t ion

a% 100mm ∃ 100mm � b % 100mm ∃ 100mm

以重建待测量的轴对称场,但在所测量场的边沿附

近有一些误差,下面对误差作定量考查。

设 n( id)
* 为通过解线性方程组求出的解,并定义

重建图像的误差为: e ( id) =
n( id)- n( id)

*

max[ n( id )]
;重建

图像的平均误差为: e= 1
N+ 1

#
N

i= 0
e( id) ;重建图像的最大

误差为: emax= max [ e( id) ]。

作为考查重建场精度的实例, 图 3中给出 w 0=

25mm 时轴对称折射率场 N ( r )的理论值与模拟重

建值随半径 r 变化的曲线比较 (纵坐标为任意标

度) ;表 1中给出选择不同的参数 w 0,即变换不同的

折射率场时, 重建场的平均误差及最大误差的统计

结果。可以看出, 重建场的平均相对误差通常低于

1%, 最大相对误差通常也在 5%以内, 作者提出的

代数层析方法可以足够准确地重建三维轴对称场。

Fig. 3 � The theoretical and reconstruction comparison of axial symmetry f ield

of w 0= 25mm

Table 1� The error margin of the reconstruction field of the different form

w 0/mm 20 22 24 26 28 30

e / % 0. 39 0. 32 0. 23 0. 15 0. 11 0. 17

emax / % 4. 30 3. 31 2. 67 2. 21 2. 02 2. 23

3 � 与同类方法的比较

基于 Abel变换,已经存在求解线性方程组重建

轴对称场的 �环带法 [ 1, 6] ,为对作者提出方法的优

劣作出判断,以下对这两种方法进行比较。

环带法作三维 CT 重建计算时, 根据环带内折

射率是常数、随半径呈线性变化以及折射率正比于
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半径二次方的假定, 有不同的计算表达式[ 1]。现在,

以折射率随半径呈线性变化的环带法为参考, 并以

上面给出的模拟 CT 重建问题为例进行研究。

采用与表 1完全相同的模拟参数, 将半径大于

50mm外区域的折射率视为 0, 表 2中给出环带法的

计算结果。可以看出, 当模拟参数 w 0 取较大数值

时,环带法显现出很大的误差。研究( 3)式不难发

现,较大的 w 0 对应于在模拟研究区域边界附近的

折射率有较大的非零值, 这使得 50mm 半径外区域

折射率为 0的假设较远地偏离( 3)式,从而导致大误

差的重建结果。因此, 当 CT 重建场边界区域的场

分布与零值相差较大时, 不宜使用�环带法 。
Table 2 � The error margin of the reconstruct ion field of the different form use

the method of abel

w 0/ mm 20 22 24 26 28 30

e/ % 0. 23 0. 24 0. 51 5. 93 9. 02 10. 79

emax/ % 8. 13 22. 59 48. 77 41. 05 60. 87 71. 23

� � 然而, 数值分析容易证明, 当 w 0 取较小数值

时, �环带法 可以获得十分准确的结果。并且,由于

环带法将某一半径环带外的场视为 0,在求解线性

方程组时, 离对称轴最远的环带的场分布基本可以

直接写出, 然后形成一种从外到内逐环递推计算的

方法迅速地对方程组求解[ 1] , 具有很高的计算效率。

为比较两种方法的计算速度, 作者用同一微机编程

对完成上述计算的时间作了统计。结果表明, 作

256点∃ 256点的一个二维重建场分布时, �环带法 

只需要6 ∃ 10
- 3

s,而作者提出的方法约为4 ∃ 10
- 2

s,

近似是�环带法 计算时间的 6倍~ 7倍。因此, 实

际应用中,应根据实际情况, 合适选择不同的方法,

才能快速准确地实现三维轴对称场的重建。

4 � 讨 � 论

采用光程变化积分的梯形法近似, 提出并证明

了代数层析重建轴对称场的方法。事实上,数值积

分可以采用多种方法, 例如, 采用计算精度较高的

Simpson法[ 8] ,以利于提高计算精度。此外, 考察作

者提出的代数重建方法可知,也可以低于探测介质

的最高分辩率建立线性方程组, 提高计算速度, 但测

量精度相应降低。在应用研究中, 应根据需要选择

相应的方法有效地完成测试工作。作者提出的轴对

称场重建方法应能作为 CT 层析测量数值处理方法

的一个有益的补充和参考。
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4 � 结 � 论

( 1) 激光焊接控制的任务是使焊后结果的实际

状态尽可能与理论状态相一致。将神经网络方法用

于预测脉冲激光焊焊后结果随焊接参数变化的情

况,其预测结果与实际情况非常接近, 精度很高, 表

明该方法用来建立脉冲激光焊焊缝形状模型是可

行、有效的。

( 2) 通过网络预测, 不仅可以对以后的施焊提

供重要的参考数据,而且还能对已经获取的数据进

� �

行分析,剔除其中不合理的样本资料。

( 3) 将神经网络预测方法作为热导激光焊焊缝

形状预测的方法, 与其它常规方法一起互补使用,是

一种新探索。同时,应更进一步研究算法以提高 BP

网络的学习效率, 并与专家系统的知识库相结合。
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