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湍流大气中传输光波的波相位结构解析函数
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摘要: 在湍流大气对传输光波调制的双尺度湍涡(大尺度湍涡和小尺度湍涡)近似下, 研究了用于计算描述湍

流大气中传输光波相干长度变化的核心函数(互相干函数)的关键因子波结构函数( WSF) , 通过建立包含不同尺度

湍流因子的折射率起伏谱密度函数,导出了可以用于精确理论分析平面波与球面波在湍流大气中传播时所产生的

诸如到达角起伏和相干性变化等效应的波相位结构函数的精确解析式, 同时给出了便于数值计算的近似误差在

2%范围以内的波相位结构函数的精确渐近表达式。
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Wave structure function of light wave propagating in turbulent atmosphere
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Abstract: In the approximation of the modulation process of two scale�eddies ( inner�scale and outer�scale eddies) for light

wave propagation in turbulent atmosphere, we study the wave structure function( WSF) used to calculate the mutual coherence

function from which the transverse coherence length can readily be determined for an infinite plane wave or spherical wave.

Analytical expressions are derived by means of the development of the modulation model of the power spectral density of the

refractive�index fluctuations which include the factor of small�scale and large�scale sizes turbulence eddies for the wave structure

function associated with the propagation of infinite plane waves and spherical waves through isotropic and homogeneous turbulence.

For computational case, the approximation expressions for the structure function of infinite plane waves and spherical waves

propagating through isotropic and homogeneous turbulence are also developed by simple interpolation method, whose error is less

than 2% .
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引 � 言

波结构函数( WSF)是用于计算描述湍流大气中

传输光波相干长度变化的核心函数 � � � 互相干函数

(MCF)的关键因子, 而相干长度直接影响传输光束

的扩展和成像分辨率。因此, 要全面分析大气成像

系统的分辨率和光束的扩展等问题,必须深入研究

相位结构函数。相位结构函数解析关系的求解依赖

于所选用的折射率功率谱数学模型。尽管 Kol�
mogorov谱的形式很简单,能得出平面波和球面波相

位结构函数解析式, 但是其不包含湍流的内、外尺

度。而随着研究的深入,人们发现湍流内、外尺度对

湍流大气传输效应的影响越来越成为不可忽略的因

子
[ 1, 2]
。但是, 能得出相位结构函数解析式的

Tatarskii谱模型仅包含内尺度效应, 而由 von Karman

谱得出的相位结构模型又仅包含外尺度因子[ 3]。而

用被广泛采用的包含湍流内尺度 l 0 和湍流外尺度

L 0的折射率起伏修整 von Karman 谱密度函数
[ 3~ 5]

进行分析, 则仅能得到相位结构函数的无穷级数

解
[ 6]
和被认为是 标准近似!的近似关系[ 5]

。至今未

见到得出相位结构函数的解析关系的报道。

作者通过分析不同尺度湍涡的大气湍流对传输

光波调制作用的机制,研究大气湍流折射率起伏谱的

调制模型,并由此分析得出了弱湍流大气中传输的平

面波和球面波的相位结构因子精确和近似关系。
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1 � 滤波湍谱模型

根据湍流的串级模型理论,大气湍流由尺度不

同的各级湍涡所构成, 把形成统计均匀各向同性湍

流的最大与最小湍涡边界称为湍流外尺度和湍流内

尺度。对于不同的时刻, 湍流的内外尺度是动态变

化的。为此,可假定: ( 1)检测器接收到的光信号是

经小尺度湍涡的散射和大尺度湍涡折射再调制后的

随机信号; ( 2)大尺度湍涡和小尺度湍涡对传输光波

的调制作用是相互统计独立的; ( 3)在双尺度调制形

式下, Rytov近似依然成立[ 7, 8]。

现有理论表明[ 9] , 在弱湍流起伏区域, 可以用

Rytov 方法分析光的传输规律。然而, Rytov 近似没

有考虑湍流的内、外尺度的影响, 所以, 其仅适用于

描述光波在弱起伏区域内的传播规律。为了把 Ry�
tov近似推广到适用于描述强湍流起伏区光的传播,

考虑到假定( 2)和( 3) , 则接收器间传输的光波可以

表示为: � U( x , y , L) = U0( x , y , L ) ∀
� � � � exp[ � 0( x , y , L) + � m( x , y , L ) ] ( 1)

式中, L 是光波的传输距离, ( x , y ) = �是距光源为

L 处,垂直于传播路径的横向平面内的观察点位置,

U0( x , y , L )是不存在湍流时的光波场, 而 � 0( x , y ,

L ) , � m( x , y , L )分别描述了以折射作用为主的大尺

度湍涡和以散射作用为主的小尺度湍涡引入的复相

位。由( 1)式,光强可记为:

I ( x , y , L ) = | U( x , y , L) |
2

= I 0 # I m ( 2)

式中, I0, I m 分别反映了大尺度和小尺度湍涡所产

生的调制作用, 归一化( 2)式, 即取∃I 0%= ∃Im%= 1,

则光闪烁方差可以表示为:

 I
2

= ∃I 0
2%∃I m

2%- 1 = ( 1+  0
2
) (1+  m

2
) - 1 � ( 3)

式中,  0
2 和  m

2分别表示不同尺度湍涡所产生的归

一化方差, ∃� %表示系综平均。进一步把  0
2 和  m

2

表示为  0
2= exp(  ln I

0

2) - 1和  m
2= exp(  lnI

m

2) - 1,

( 3)式又可以记为:

 I
2

= exp(  lnI
0

2
+  ln I

m

2
) - 1 =  I

2
=

exp(  ln I
2
) - 1 ( 4)

由( 4)式,有:

� � � �  I
2

=  ln I
0

2
+  ln I

m

2
( 5)

在Rytov近似下, 有限孔径接收到的平面与球面光

波的闪烁方差可表示为
[ 7]

:

平面波:

�  lnI , pl
2
( �) = 8!2

k
2
L&

1

0&
∋

0
∀#n ( ∀) exp(- ∀2�2/ 4) ∀

[ 1- cos( L∀2∃/ k ) ] d∀d∃ ( 6)

球面波:

 lnI , sph
2( �) = 8!2

k
2
L&

1

0&
∋

0
∀#n( ∀) exp(- ∀2∃2�2/ 4) ∀

{ 1- cos[ L∀2∃( 1 - ∃) / k) ] } d∀d∃ ( 7)

式中, k 是传输光波的波数, ∀为空间波数
[ 3]
。当仅

考虑外尺度影响时选用常用的 von Karman湍谱[ 5]的

等价指数谱[ 10] :

#n( ∀, L 0) = 0. 033C
2
n∀

- 11/ 3
[ 1 - exp(- ∀

2
/ ∀0

2
) ] ( 8)

式中, ∀0= 2!/ L 0, Cn
2 是折射率结构常数。而当仅

考虑内尺度影响时用Tatarskii湍流谱
[ 3]

:

� � #n( ∀, l 0) = 0. 033C
2
n∀

- 11/ 3exp(- ∀2
/ ∀0

2
) ( 9)

为简化计,下面以平面波为例导出湍谱的调制模型。

由( 5)式、( 6)式、( 8)式和( 9)式,有:

 lnI , pl
2( �) = 8!2

k
2
L&

1

0&
∋

0
∀#n ( ∀, L 0) exp(- ∀2�2/ 4) ∀

[ 1- cos( L∀2∃/ k ) ] d∀d∃+ 8!2
k

2
L&

1

0&
∋

0
∀#n ( ∀, l 0) ∀

� � exp(- ∀2�2/ 4) [ 1 - cos( L∀2∃/ k ) ] d∀d∃=

� � 8!2
k

2
L&

1

0&
∋

0
∀[ #n ( ∀, L0) + #n( ∀, l0) ] ∀

� � exp(- ∀
2
�

2
/ 4) [ 1 - cos( L∀

2
∃/ k ) ] d∀d∃ ( 10)

形式上记滤波形式的湍流谱为 #n ( ∀, L 0, l 0) , 则由

( 6)式,有:

 lnI , pl
2
( �) = 8!2

k
2
L&

1

0&
∋

0
∀#n( ∀, L 0, l 0) ∀

exp(- ∀2�2
/ 4) [ 1 - cos( L∀2∃/ k) ] d∀d∃ ( 11)

比较( 10)式和( 11)式,有:

#n ( ∀, L0, l 0) = [ #n( ∀, L 0) + #n( ∀, l 0) ] =

0. 033anC
2
n∀

- 11/ 3
[ exp(- ∀

2
/ ∀m

2
) +

1- exp(- ∀
2
/ ∀0

2
) ] ( 12)

式中, ∀m= 5. 92/ l 0, an 是待定系数,其可以取 #n ( ∀,

L 0 ( ∋ , l 0 ( 0) ) 0. 033C
2
n∀

- 11/ 3
决定, 即 an = 1/ 2,

即:

� � #n ( ∀, L0, l 0) = 0. 0165C
2
n∀

- 11/ 3 ∀

[ exp(- ∀2
/ ∀m

2
) + 1- exp(- ∀2

/ ∀0
2
) ] ( 13)

2 � 平面波和球面波相位结构因子精确解析式

平面波在均匀各向同性湍流大气中传输的相位

结构因子定义为[ 3] :

Dp( �) = 8!2
k

2
L&

∋

0
[1- J0( ∀�) ] #n( ∀, l0, L 0) d∀� ( 14)

式中, �是垂直于波传输方向的横向平面内波前上
两点的距离。把( 13)式代入( 14)式,即得到平面波

相位结构因子的解析关系:

Dp( �) = 1. 303C
2
nk

2
L % (- 5/ 6) ∀m

- 5/ 3 ∀

{ [ 1- 1F1(- 5/ 6; 1; - ∀m
2�4

/ 4) ] +
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( ∀0/ ∀m)
- 5/ 3

1F1(- 5/ 6; 1; - ∀0
2�4

/ 4) } ( 15)

式中, 1F1( a, b, y )是合流超几何函数, %( x )为伽玛

函数。利用恒等式[ 6] :

1F1(- 5/ 6; 1; - y ) - 1 =
5y
6 2F2( 1/ 6, 1; 2, 2; - y )( 16)

式中, 2F2( a, b; c, d ; y )是广义合流超几何函数。有

平面波相位结构函数的另一个解析关系:

D p( �) = 3. 280C
2
nk

2
Ll 0

- 1/ 3�2 ∀

{ 2F2( 1/ 6, 1; 2, 2; - ∀m
2�4

/ 4) - ( l0/ L0)
- 5/ 3 ∀

� 2F2( 1/ 6, 1; 2, 2; - ∀0
2�4

/ 4) + ( l 0/ L 0)
- 5/ 3

} ( 17)

对于球面波,其在均匀各向同性湍流大气中传输的

相位结构因子定义为[ 3] :

D sp( �) = 8!2
k

2&
∋

0&
1

0
[ 1 - J0( ∀�&/ L ) ] ∀

#n ( ∀, l 0, L 0) d&d∀ ( 18)

通过类似于( 15)式的计算, 即得到球面波相位结构

因子的解析关系:

D sp( �) = 1. 303C
2
nk

2
L %(- 5/ 6) ∀m

- 5/ 3 ∀

{ [ 1 - 2F2(- 5/ 6; 1/ 2; 1, 3/ 2; - ∀m
2
�

4
/ 4) ] +

(∀0/ ∀m)
- 5/ 3

2F2(- 5/ 6; 1/ 2; 1, 3/ 2; - ∀0
2
�

4
/ 4) } ( 19)

进一步运用数学恒等关系
[ 6]

:

2F2(- 5/ 6, 1/ 2; 1, 3/ 2; - y ) - 1 =

5y
18 3F3( 1/ 6, 3/ 2, 1; 12, 2, 5/ 2; - y ) ( 20)

式中, 3F3( a, b, c; d , e, f ; y )是另一广义合流超几何

函数。把( 20)式代入( 19)式有球面波相位结构函数

的另一个解析关系:

D sp( �) = 1. 0930C
2
nk

2
Ll 0

- 1/ 3�2 ∀

{3F3( 1/ 6, 3/ 2, 1; 2, 2, 5/ 2; - ∀m
2
�

4
/ 4) - ( l 0/ L 0)

- 5/ 3 ∀

3F3(1/ 6, 3/ 2, 1; 2, 2, 5/ 2; - ∀0
2
�

4
/ 4) + ( l0/ L0)

- 5/ 3
} ( 21)

3 � 近似关系

类似于文献[ 6]中对2F2( a, b ; c, d; y )与3F3( a,

b, c; d, e, f ; y )的渐近和内插分析,可以得到:

2F2( 1/ 6, 1; 2, 2; - ∀m
2�4

/ 4) )

1 - 0. 365( �/ l 0)
2
, � � � l0

0. 889( l 0/ �)
1/ 3

, �  l 0
( 22)

2F2( 1/ 6, 1; 2, 2; - ∀0
2�4

/ 4) )

1 - 0. 365( �/ L 0)
2
, � � � L 0

0. 889( L 0/ �)
1/ 3

, �  L 0
( 23)

和内插关系:

� � � 2F2( 1/ 6, 1; 2, 2; - ∀m
2�4

/ 4) )

[ 1+ 2. 033( �/ l 0)
2
]

- 1/ 6
( 24)

2F2( 1/ 6, 1; 2, 2; - ∀0
2�4

/ 4) )

[ 1+ 2. 033( �/ L 0)
2
]

- 1/ 6
( 25)

把( 24)式和( 25)式代入( 17)式,有误差不大于2%的

平面波相位结构函数近似关系:

Dp( �) = 3. 280C
2
nk

2
Ll 0

- 1/ 3
�

2
{ [1+ 2. 033( �/ l0)

2
]
- 1/ 6

-

( l 0/ L0)
- 5/ 3

[ 1+ 2. 033( �/ L0)
2
]
- 1/ 6

+ ( l 0/ L0)
- 5/ 3

} ( 26)

类似平面波的分析, 可以得出球面波的波结构函数

内插关系:

D sp( �) = 1. 0930C
2
nk

2
Ll 0

- 1/ 3�2
{ [ 1+ ( �/ l 0)

2
]

- 1/ 6
-

( l 0/ L 0)
- 5/ 3

[ 1+ ( �/ L 0)
2
]

- 1/ 6
+ ( l 0/ L 0)

- 5/ 3
} ( 27)

4 � 结 � 论

在湍流大气对传输光波调制的双尺度湍涡调制

近似的基础上得出了包含湍流内外尺度作用的调制

折射率起伏模型, 研究并导出了包含湍流内外尺度

影响的无限平面波和球面波相位结构函数的解析

( 17)式和( 21)式,同时运用 ANDREWS 等[ 5]提出的

内插近似关系, 得出与解析关系( 17)式和( 21)式对

应的误差在 2% 以内的近似关系( 26)式和( 27)式。

这些结果为进一步 精确!分析平面波与球面波在湍
流大气中传播时所产生的诸如到达角起伏和相干性

变化等效应的理论与实验数据分析提供了分析基

础。
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