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摘要: 用广义截断二阶矩方法对截断圆对称拉盖尔�高斯光束的广义光束传输因子( M G
2因子)作了研究,得到

了 M G
2因子的解析公式, 并用数值计算例作了说明。研究表明,截断圆对称拉盖尔�高斯光束 M G

2因子与截断参数

和光束的阶数有关。随着截断参数的增加, M G
2 因子逐渐趋近于无截断圆对称拉盖尔�高斯光束的光束传输因子

值。
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Abstract: The generalized beam propagation factor(M G
2 factor) of circularly symmetric truncated Laguerre�Gaussian beams

is studied using the generalized truncated second�order moments method. A closed�form expression for the M G
2 factor is derived

and illustrated with numerical example. It is found that the M G
2 factor of circularly symmetric truncated Laguerre�Gaussian beams

depends on the truncation parameter and beam order, and asymptotically approaches the value of circularly symmetric untruncated

Laguerre�Gaissain beams as the truncated parameter increases.
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引 � 言

拉盖尔�高斯光束是一类重要的光束, 迄今, 人

们对拉盖尔�高斯光束的传输变换特性已作了深入
研究[ 1~ 3]。对光束在 ABCD矩阵描述的光学系统中

的传输也有研究[ 3]。另一方面, 基于光强二阶矩定

义的光束传输因子, 即 M
2 因子同时考虑了光束的

近场和远场分布特性,并且是一个传输不变量,已被

国际标准化组织( ISO)作为衡量激光光束质量的重

要参数之一。但有硬边光阑限制光束的因子计算中

会出现发散困难而被排除在 ISO文件之外[ 4] , 然而,

实际的激光束在产生和传输变换中常要受到硬边光

阑的限制, 为使 ISO 标准实用化, 已开展了许多工

作,相继提出了描述受硬边光阑限制光束的多种方

法,其中有代表的有: 广义截断二阶矩法[ 5]、渐进近

似法[ 6]和自收敛束宽法[ 7]等。与渐进近似法和自收

敛束宽法相比,广义截断二阶矩法的显著优点是:用

这种方法定义的广义截断二阶矩和无光阑限制光束

的二阶矩满足相同的传输方程, 由此定义的截断光

束的 M
2因子(即 MG

2因子)是一传输不变量,并且,

对常见光束能得到解析结果。但将广义截断二阶矩

法推广到三维情况遇到理论自洽问题, 以致长期未

被推广。但在实际应用中遇到的多数光束都是三维

光束,圆对称光束也经常遇到。最近,作者在解决了

理论自洽的问题后, 已将直角坐标系中的广义截断

二阶矩方法推广到柱坐标系中。作者的主要目的是

研究截断圆对称拉盖尔�高斯光束的 MG
2 因子。第

1节中引入了柱坐标系中广义截断二阶矩。第 2节

中利用广义截断二阶矩方法对截断圆对称拉盖尔�
高斯光束的 MG

2
因子作了研究,得出 MG

2
因子的解

析公式, 并作了物理分析。第 3节中给出了数值计

算结果和分析。最后, 对本文中的主要结果作了总

结,并对相关问题作了讨论。
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1 � 柱坐标系中广义截断二阶矩的传输方程

和广义 M
2
因子(MG

2
因子)

� � 设场分布为 E ( r , z= 0)的圆对称光束入射到位

于 z= 0面上半径为 a 的圆孔光阑上, 则光束在 z =

0 面上空间域、空间频率域中的广义截断二阶矩

�r 2 0, �p 2 0和交叉矩�rp 0定义为
[ 5] :

�r2 0 =
1
I0!

a

0
r

2
| E ( r , 0) | 2

rdr (1)

�p 2 0 =
1

k
2
I0!

a

0
| E∀( r , 0) | 2

rdr +

16
3k2

I 0
| E ( a, 0) | 2

(2)

�rp 0 =
1

2ikI 0!
a

0
{ r [ E∀( r , 0) ] *

E ( r , 0) -

rE∀( r , 0) E
*
( r , 0) } rdr (3)

式中,
I 0 =!

a

0
| E ( r , 0) |

2
rdr (4)

这是入射到光阑内的总功率, #∀∃表示对宗量求导
(下同)。( 1)式~ ( 3)式中已设一阶矩为 0。需要指

出的是, ( 2)式中等式右边第 2项| E ( a, 0) | 2前系数

16

3k2
I 0
的选取是考虑了公式的自洽性, 即截断平面波

的广义 M
2因子应当是一个与光束维数、截断参数

和坐标系无关的常量。

利用 Collins公式[ 8] 可证明, 如上所定义的截断

光束的广义截断二阶矩与无光阑限制光束的二阶矩

遵从相同的传输规律,即有:

�r 2
2 = A

2�r 2 0+ B
2�p 2 0 + 2AB�rp 0 (5)

�p 2
2 = C

2�r 2 0+ D
2�p 2 0+ 2CD�rp 0 (6)

�r2p 2 = AC�r 2 0+ BD�p 2 0 +

(AD + BC)�rp 0 (7)

由此推出截断光束也存在一个光束传输不变量 % % %
广义光束传输因子( MG

2因子) :

MG
2
= k �r2

2 �p 2
2 - �r2p 2 2

=

k �r 2 0�p 2 0- �rp 0
2

(8)

( 5)式~ ( 8)式为柱坐标系下截断圆对称光束广义截

断二阶矩的传输方程和 MG
2
因子公式。作为这种

方法的应用,下面讨论截断圆对称拉盖尔�高斯光束
的 MG

2因子。

2 � 截断圆对称拉盖尔�高斯光束的MG
2因子

入射到位于 z = 0上, 半径为 a 的圆孔光阑上

的圆对称拉盖尔�高斯光束场分布表示为[ 1] :

E( r , 0) = L n
0
(2r 2

/ w 0
2
) exp(- r

2
/ w 0

2
) (9)

式中, w 0是基模高斯光束的束腰宽度, Ls
n 是角向指

数为 s 的n 阶拉盖尔多项式。将( 9)式代入( 1)式~

( 3)式,并利用不完善伽马函数的定义式[ 9] :

�( �, x ) =!
x

0
exp(- t ) t

�- 1dt ( 10)

和拉盖尔多项式的递推公式:

d
dx

[ L s
n( x ) ] = - L s+ 1

n- 1( x ) ( 11)

得到截断圆对称拉盖尔�高斯光束的广义截断二阶
矩,表示为:

�r 2 0 =
w0

2

2

c2

c1
( 12)

�p 2 0 =
2

k
2
w 0

2 &

c3+
32
3
[ L

0
n (2 2

) ]
2exp(- 2 2

)

c1
( 13)

�rp 0 = 0 ( 14)

式中,  = a/ w 0 � (截断参数) ( 15)

c1 = ∋
n

m
1
= 0
∋
n

m
2
= 0

(- 1) m1
+ m

2

m1! m2!

n

m1

n

m2
&

�( m1+ m2+ 1, 2 2
) ( 16)

c2 = ∋
n

m
1
= 0
∋
n

m
2
= 0

(- 1)
m

1
+ m

2

m1! m2!

n

m1

n

m2
&

�( m1+ m2+ 2, 2 
2
) ( 17)

c3 = 4 ∋
n- 1

m
1
= 0
∋
n- 1

m
2
= 0

n

m 2+ 1
+ ∋

n- 1

m
1
= 0
∋
n

m
2
= 0

n

m2
&

(- 1) m1
+ m

2

m1! m2!

n

m1+ 1
�( m1+ m2+ 2, 2 2

) + c2

( 18)

将( 12)式~ ( 18)式代入( 8)式得到截断圆对称拉盖

尔�高斯光束的光束传输因子为:

MG
2
=

c2 c3+
32
3 [ L

0
n(2 

2
) ]

2
exp(- 2 

2
)

c1
( 19)

从( 19)式知,截断圆对称拉盖尔�高斯光束的 MG
2因

子依赖于拉盖尔�高斯光束的阶数 n和截断参数  。

当  ( ) (无光阑限制)时, ( 19)式简化为:

M
2
= MG

2
(  ( ) ) =

c20 c30

c10
( 20)

式中:

c10 = ∋
n

m
1
= 0
∋
n

m
2
= 0
(- 1) m1

+ m
2

n

m1

n

m2

m1 + m2

m2

( 21)
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c20 = 2∋
n

m
1
= 0
∋
n

m
2
= 0
(- 1) m1

+ m
2m1

n

m1

n

m2

m1+ m2

m2

+

c10 (22)

c30 = 4 ∋
n- 1

m
1
= 0
∋
n- 1

m
2
= 0

n

m2+ 1
+ ∋

n- 1

m
1
= 0
∋
n

m
2
= 0

n

m2
&

(- 1) m1
+ m

2( m1+ m2+ 1)
n

m1+ 1

m 1+ m2

m2

+ c20

(23)

虽然( 20)式与所熟知的无光阑限制指数为 s= 0的

n 阶拉盖尔高斯光束的M
2
因子,即

[ 2]
:

M
2
= 2n + 1 (24)

形式上不同,但数值计算表明用二者所得的结果是

一致的。

在( 19)式中,令 N = 2(高斯光束)得到:

MG
2
=

[ 1+ 2 2
- exp(2 2

) ] [ 2 2
- 29/ 3- exp(2 2

) ]

exp(2 2
) - 1

(25)

( 25)式表明截断圆对称高斯光束的光束传输因子由

 完全确定。比较(25)式和文献[ 10]中的(24)式可

知,柱坐标系中和直角坐标系中截断高斯光束的

MG
2因子公式是不同的, 这可归因于不同几何形状

(圆孔和狭缝)光阑对高斯光束的不同截断。

3 � 数值计算和分析

利用( 16)式~ ( 19)式可计算不同阶次、不同截

断程度的圆对称拉盖尔�高斯光束的光束传输因子。
图1给出了 n= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7的截断圆对称拉

盖尔�高斯光束的光束传输因子 MG
2 随截断参数  

的变化。由图知,截断基模高斯光束( n= 0)的 M G
2

因子随  增加而单调减小,最后趋于无光阑限制的

高斯光束的 ! 2 因子之值, 当  > 2. 10时, MG
2=

M
2= 1。而对于 n= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7的截断拉盖尔�
高斯光束的 MG

2
因子开始随  增加而跃阶式地增

加,且跃阶幅度随 n 和 的增加而减小,这可从拉盖

尔�高斯光束场分布的振荡特性得到解释。然后,

MG
2因子随  增加逐渐趋于无光阑限制圆对称拉

盖尔�高斯光束的M
2 因子之值,即对 n= 1, 2, 3, 4, 5,

6和7,当  > 2. 38, 2. 90, 3. 30, 3. 62, 3. 94, 4. 22和4. 46

� � � �

时, MG
2= M

2= 3, 5, 7, 9, 11, 13和15。

Fig. 1 � MG
2 factor of circularly symmetric truncated Laguerre�Gaussian beams

versus truncation parameter  

a % n= 0, 1, 2, 3 � b % n= 4, 5, 6, 7

4 � 小 � 结

用广义截断二阶矩方法对截断圆对称拉盖尔�
高斯光束的光束传输因子作了研究, 得到了截断拉

盖尔�高斯光束的广义 M
2 因子(MG

2 因子)的解析公

式,并用数值计算例对所得结果作了说明。当n= 0

时,公式化为柱坐标系中被圆孔光阑截断高斯光束

的广义 M
2
因子公式。当截断参数足够大时, 计算

结果与无光阑拉盖尔�高斯光束 M
2 因子一致,这表

明用于截断圆对称光束的广义二阶矩方法在理论上

是自洽的,所得结果是正确的。用本文中定义的截

断拉盖尔�高斯光束 M
2因子是一个传输不变量, 并

且截断广义二阶矩的传输满足无截断光束二阶矩相

同的传输规律,具有理论和实际应用意义。当 s ∗ 0

时,拉盖尔�高斯光束的场分布与极角 ∀有关。对无

截断拉盖尔�高斯光束的M
2 = 2n + s+ 1[ 2] ,当有截

断时的广义 M
2 因子亦与角向指数 s 有关, 对此应

另作研究。
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