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光纤暗孤子相互作用

王润轩
(宝鸡文理学院 物理系 ,宝鸡 721007)

摘要 : 用变分原理导出了非线性 Schrodinger方程两个暗孤子间的相互作用 ,它作为孤子间距Δ和初位相差θ
的函数 ,随Δ的增大而指数地衰减。当两个孤子间初位相差θ<π/ 2 时相互排斥 ,θ>π/ 2 时相互吸引 ,θ=π/ 2 时
几乎不存在相互作用。解析与数值计算结果相符。验证了与已有理论的一致有效性。
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Interaction bet ween t wo dark solitons in optical f ibers
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Abstract : The interaction between two dark solitons of nonlinear Schrodinger equation is derived with the variational
principle approach. The interaction as a function of the soliton’s separationΔ and their initial relative phaseθshows that
the interaction decreased exponentially asΔ raise , and that two solitons repulse with each other whenθ<π/ 2 , there is
almost no interaction whenθ=π/ 2 , and attract with each other whenθ>π/ 2. Analysis conforms to numerical calculation
and it has also proved the validity of the existed theory.
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引　言

早在 1973年 ,HASEGAWA和 TAPPERT几乎
同时预言了明、暗孤子的存在[1 ]。HASEGAWA 首
先指出孤子在光纤通信中有应用的可能 ,那时在实
验上尚未观察到光孤子。直到 1980 年 , MOL2
L ENAU E在实验中成功的观察到明孤子后 ,孤子的
研究及其在光通信中的应用研究得到了广泛重

视[2 ,3 ]。所谓暗孤子是指在宽的脉冲信号背景上叠

加一个很短暂的下陷 (相当于时间型暗孤子) 。由于
在一个连续的或长脉冲的背景上触发暗孤子并控制

其相位上的困难 ,致使暗孤子的实验观测比明孤子
整整晚了 7年。1987 年 , EMPL IT在光纤中利用π
相位差以产生奇对称性才观测到具有基暗孤子特性

的暗脉冲[4～7 ]。自此 ,光纤暗孤子通信的实验及理
论研究得以发展[8 ]。ZHAO和 EOUR KOFF的数值
模拟表明 ,暗孤子在抗损耗衰减和噪声方面比明孤

子有更优越的特性[9 ]。前苏联学者 DIANOV 等人

通过数值模拟提出了产生暗孤子序列的方法[10 ]。

GREDESKUL 和 KIVSHER 从理论上阐明产生暗
孤子不像明孤子那样存在阈值 [11 ]。ZHAO 和

EOUR KOFF数值观测了两个暗孤子的相互作
用[12 ] ,暗孤子在抗相互作用方面优于明孤子。孤子

相互作用直接影响通信的质量和容量[13 ,14 ]。诸多

优势表明暗孤子在未来超高码率、超大容量光纤通

信中有着更加诱人的应用前景。由于支配孤子在光

纤中传输的非线性 Schrodinger 方程虽有诸如逆散
射法、Hirota直接法、Bachklund 变换法等等解析方
法 ,但解的表达式过于复杂 ,很难看出孤子的运动图
像和相互作用是什么。迫使人们发展各种近似方

法 ,寻求简便实用的近似解 , ZHAO 等[12 ]的研究也

正是如此。相对明孤子而言 ,暗孤子相互作用研究
很少 ,理论上没有得到很好解决。作者利用变分原
理 ,导出非线性Schro2dinger方程两个相干暗孤子相
互作用的解析表达式 ,分析了它对孤子运动的影响 ,
并作了与数值计算的比较。孤子运动的物理图景清

晰 ,影响相互作用的因素明确 ,解析结果与数值计算
相符 ,与已有理论相吻合。
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1　理论模型

支配孤子在单模光纤中传输的非线性Schro2
dinger方程为 :

i ux -
σ
2 ut +| u | 2 u = 0 (1)

根据σ的正负不同 ,可以得到 (1)式的两大类解。

当σ= - 1 (即负群速度色散 GVD)可得到明孤子结
果 ;而当σ= 1 (即正色散区) , (1)式化为 :

i ux - 1
2 ut +| u | 2 u = 0 (2)

式中 , x 和 t 分别为无量纲传输距离与时间。(2)式

除了连续稳定解| u | = u0 外 ,还存在一个连续背景
上叠加的暗下陷的孤子解———暗孤子。可以直接验

证 :
u = atanh[ a ( t - τ+ v x) ]exp [i v ( t +τ) +

i ( a2 + v2/ 2) x + iδ] (3)

为 (2)式的单孤子解 ,其中常参数 a ,τ, v 和δ分别

为孤子的高度 (宽度的倒数) 、中心位置、传播速度和

初相。若令 v = 0 ,就得到如下静止孤子 :
u = atanh[ a ( t - τ) ]exp (i a2 x + iδ) (4)

现在质心系中研究两个大小和传播速度完全相同的

孤子。若不存在相互作用 ,它们相对质心系恒保持
静止 ,由于相互作用不可避免的存在 ,非线性
Schrodinger方程 (2)式的双孤子解只能近似地表为
u1 , u2 的线性叠加 ,即 :

u = u1 + u2 (5)

且假定 :
u1 = atanh[ b ( t +τ) exp [ - iμ( t +τ) +

　i b2 x + iλ+ iδ1 ]

u2 = - atanh[ b ( t - τ) ]exp [ - iμ( t - τ) +

　i b2 x + iλ+ iδ2 ]

(6)

2　相互作用的导出

将 (5)式代入 Lagrange密度函数 :

l = i
2 ( u 3 u x - uux

3 ) + 1
2 | ut | 2 + 1

2 | u | 4

(7)

l表示为自由孤子 Lagrange 密度函数 l0 与相互作

用 Lagrange密度函数 l12两部分之和 :
l = l0 + l12 (8)

l 对 t 沿整个实轴的积分 ,即 L = ∫∞- ∞ ld t ,去掉背
景 Lagrange密度 ,略去所有小量的高阶项 ,可得平
均 Lagrange密度函数 L = L 0 + L 12 ,其中 :

　　L 0 = - 4 a2μÛτ
b + 16

3 a2 b + 4 a2λ
b - 2 a2μ2

b - 8 a4

3 b ,

L 12 = - 4 a2 bI
·

2cosθ+ 4 a4

b
(cos2θ+ 2) I2 -

　　4 a4

b [ (cos2θ+ 2) - 2cosθ] - ( - 4 a2 b - 4 a2λ
·

b +

　　4 a2 Ûμτ
b + 8 a4

b
) I1cosθ+ 8 a4

b I3cosθ (9)

式中 , I1 = 0 . 5{Δ + 3 - 2{ln [ cosh (Δ + 1. 5) ] - ln
( cos1. 5 ) }/ tanhΔ} , I2 = ΔcoshΔ/ sinh3Δ - 1/
sinh2Δ, I3 = ΔcoshΔ/ sinh3Δ - cosh2Δ/ sinh2Δ。Δ
= 2 bτ,正比于两个孤子的间距 2τ。

I = ∫L d x 是人们熟知的作用量 ,变分原理δI

= 0导致所有参变量函数λ( x ) ,μ( x ) ,α( x ) ,τ( x )

所服从的 Lagrange2Euler 方程为一阶常微分方程
组。经过一系列计算可得一类似于能量守恒的公

式 :
1
2 a2 g2 (Δ) Ûτ2 + p (Δ) =ε (10)

式中 ,ε为积分常数。(10)式可解释为 :在质心坐标
系中 ,每个孤子如同质量为 a2 g2 (Δ)的粒子 (不是

光子)在势场 p (Δ)中运动一样 ,ε就是每个孤子的

总能量 ,但由于质量 a2 g2 (Δ)随Δ而变化 ,为消除
其对相互作用分析带来的不便 ,将 (10)式变形为 :

1
2 Ûτ+ F(Δ,ε) = 0 (11)

式中 , F(Δ,ε) = [ p (Δ) - ε]/ a2 g2 ,可理解为某种

赝势 ,从而 (11)式可理解为单位质量的粒子在赝势

场Δ中的运动。图 1表示ε= 0 时 ,取 ( b = 1)相应

于不同初位相差Δ的赝势曲线。图中表明 :相互作

用随Δ的增大而指数地衰减。当θ<π/ 2 时 ,暗孤
子间相互排斥 ;当θ=π/ 2时 ,暗孤子间几乎无相互
作用 ;当θ>π/ 2时 ,暗孤子间相互吸引。

Fig. 1　Potential curves F(Δ,ε) 2Δwith different values of initial rela2
tive phaseθ,Δis the dimensionless separation between two soli2
tonsε= 0　a ,b ,c ,d ,e ,f—the different values of initial relative

phaseθ= 0 ,π/ 4 ,π/ 3 ,π/ 2 ,π, 3π/ 4

3　两个暗孤子相互作用的数值研究

基于 (2)式 ,借助分裂步长变换法[15 ,16 ] ,可对两
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个暗孤子相互作用进行数值模拟。图 2给出等幅不
同初始间隔下两个暗孤子相互作用的演化过程 ,由
图看出 :暗孤子表现出排斥特性。当初始间距Δ=
2. 5时 ,排斥势能很大 ,因此两个暗孤子迅速分离 ;
当Δ= 5时 ,在归一化距离为 60 至更长的范围内 ,
初始排斥势能极弱 ,孤子几乎保持着不变的距离。

Fig. 2　Interaction between dark solitons
a—Δ= 2. 5　b—Δ= 3. 75　c—Δ= 5. 0

4　解析与数值计算结果的讨论

文献[ 17 ]中基于逆散射理论得到同相与反相双
明孤子的相互作用力 :

2 52 q
5 x 2 = º 8e - 2 q (12)

式中 ,2 q为孤子间距。(12)式有解 :
2 ( q - q0) = ln[cosh2 (2 xe - q0) ]

2 ( q - q0) = ln[cos2 (2 xe - q0) ]
(13)

分别相应于反相与同相孤子对。文献[ 12 ]中通过数
值模拟 ,给出了两个暗孤子的相互作用经验公式 :

2 ( q - q0) - 2 xe - 2 q0 = ln[cosh (2 xe - 2 q0) ]

(14)

由 (12)式可得两个暗孤子相互作用力 :

2 52 q
5 x 2 = + 4e - 2 q (2e - 2 q0 - e - 2 q) (15)

形式上 , (12)式与 (13)式稍有变化 ,指数为 - 2 q0 仅

能表明暗孤子相互作用比明孤子弱 ,但相互作用机
制并不明晰。作者的解析结果是严格的。分析表

明 :两个暗孤子是短程相互作用 ,在Δ= 3时 , F (Δ,
ε)才显著不为 0。数值计算在Δ较大时与解析结果
相符。作者的解析与计算显然优于文献[ 12 ]中的结
果。

5　结　论

两个暗孤子的相互作用在Δ较小时相互作用

较强 ,随着Δ的增大相互作用明显减弱 ,它作为孤

子间距Δ和初位相差θ的函数 ,随Δ的增大而指数

地衰减 ,当两个孤子间初位相差θ<π/ 2 时相互排
斥 ,θ>π/ 2时相互吸引 ,θ=π/ 2时几乎不存在相互
作用。解析与数值计算结果相符 ,也验证了与已有
理论的一致有效性。当初始间距Δ = 5 时 ,几乎无
相互作用。明孤子与暗孤子相互作用特性的根本区

别源于它们场分布中的相位不同。明孤子在整个脉

冲中有恒定的相位 ,而暗孤子在中心处有一相位突
变 ,正是这一相位突变使其在相互作用方面与明孤
子规律不同。当Δ = 5 时 ,暗孤子在归一化距离为
60至更长距离范围内因其初始排斥势能极弱 ,孤子
几乎保持着不变的间距 ,这显示出暗孤子的通信应
用前景。
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