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� � 文章编号: 1001�3806( 2003) 05�0447�03

H�G光束经内含光阑光学系统传输的递推算法*

陶向阳 � 涂海华 � 吕百达

(江西师范大学物理与通信电子学院, 南昌, 330027)

摘要: 推导出了厄米�高斯( H�G)光束通过内含硬边光阑的近轴 ABCD 光学系统传输递推公式, 由此可得出任

意阶次的H�G 光束场分布的解析表达式, 并可解析地研究光阑对传输的影响。给出了数值计算用以说明所得的解

析结果的应用和优点。
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中图分类号: O435� � � 文献标识码: A

The recurrence algorithm of Hermit�Gaussian beams through a paraxial

optical system with an internal hard�edge aperture

T ao X iangyang , Tu Haihua, L �Baida

( College of Physics & Communication Electr onics, Jiangx i Normal University, Nanchang, 330027)

Abstract: A recurr ence propagation formula of Hermit�Gaussian ( H�G) beams t hrough a parax ial optical ABCD

system with an internal hard�edge aperture is derived, from w hich the analytical propagation equation of H�G beams o f any
orders can be obtained, and the effect of the aperture on the propagation can studied analyt ically. Numerical ex amples are

put forw ard to illustrate the application and advantage o f our analy tical r esults.
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引 � 言

对激光束通过有光阑近轴光学系统的传输问

题,除了对少数光束如高斯光束、双曲余弦高斯光

束[ 1]能得到解析的传输公式外, 一般情况下难以得

到解析结果。因此, 需要直接对广义惠更斯�菲涅耳
衍射积分[ 2]进行数值计算。由于直接数值积分所

耗机时多,对大型复杂多光阑光学系统中的光传输,

在Pentium 机上计算变得十分困难, 寻求解析和近

解析方法的工作引起广泛的研究兴趣[ 3~ 6]。笔者

对厄米�高斯 ( H�G) 光束经内含硬边光阑的复杂
ABCD 光学系统的传输问题进行研究, 用递推方法

得出了解析的传输公式, 并对光阑效应进行了分析。

1 � 理论模型

在笛卡尔坐标系中, 束腰位置位于 z = 0 处的

二维 H�G光束的场分布为:

E( x , 0) = Hm
2 x
w 0

exp -
ikx 2

2q 0
( 1)

式中, � q0= i
�w 0

2

�
= iz 0 ( 2)

Hm为 m 阶厄米多项式, w 0 为对应基模高斯光束

的束腰宽度, z 0 为瑞利长度, �为波长。本文中研

究 H�G光束通过内含硬边光阑的 ABCD 光学系统

的传输问题。如图 1所示, 设 H�G光束通过 z = z 1

� � � �

Fig. 1 � A general optical ABCD system including an internal hard�edge

aperture

处含有宽度为 a 的硬边光阑的近轴ABCD 光学系

统,且: A B

C D
=

A 2 B 2

C 2 D2

A 1 B 1

C1 D1
( 3)

由广义惠更斯�菲涅耳衍射积分公式, 在 z = z 1
-
处
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(未经光阑)场分布为:

E ( x , z 1
-
) =

i
�B � 

+ !

- !
E ( x∀, 0) #

exp -
i�
�B1

( A 1 x∀2- 2xx∀+ D1 x
2) dx∀ ( 4)

式中已略去了一个不重要的随传输距离 z 变化的

相位因子。对( 4)式积分得
[ 7]
:

E ( x , z 1
-
) = A mH m

2x
w 1

exp -
ik
2q 1

x
2
( 5)

式中,
A m = A 1+

B 1

q 0

- 1/ 2
A 1- B1/ q 0
A 1+ B1/ q 0

m/ 2

( 6)

复参数 q1 遵从 ABCD 定律: � q 1=
A 1 q0+ B 1

C1 q 0+ D1
( 7)

束宽:
w 1 =

- �
�Im( 1/ q 1)

( 8)

于是,输出面( z = z 2 处)的场分布:

E( x , z 2) =
i
�B 2

� 
a

- a
E( x∀, z 1- ) #

exp -
i�
�B 2

( A 2x∀2 - 2xx∀+ D 2x
2) dx∀=

Am
i
�B2

� 
a

- a
Hm

2x∀
w 1

exp -
ik
2q1

+
i�A 2

�B2
x∀2-

i�
�B 2

(- 2xx∀+ D2 x
2) dx∀ ( 9)

令 m( m= 0, 1, 2∃)阶H�G光束的场分布为 Em , 并

将上式改写成:

E m = S 
a

- a
Hm [ 2x∀/ w 1] exp[- ( Px∀- Qx )

2] dx∀

(10)

式中,
P =

i�
�

1
q 1

+
A 2

B 2
( 11)

Q =
i�

�B 2P
(12)

S = A m
i
�B2

� exp Q
2-

i�D2

�B2
x
2 ( 13)

根据厄米多项式的性质:

Hm (- x ) = (- 1) mH m( x )

Hm+ 1( x ) = 2xHm ( x ) - 2mHm- 1( x )

Hm∀( x ) = 2mHm- 1( x )

(14)

及误差函数的定义:

erf ( y ) =
2

� 
y

0
exp(- t

2) dt =

1

� 
y

- y
exp(- t

2) dt (15)

对( 10)式直接积分运算后得到基模高斯光束( m =

0)及 T EM 1 模 H�G 光束( m = 1)的解析表示分别
为:

E 0 =
�FS
2P

(16)

E1 =
2 S

P
2
w 1
{ exp[- ( aP + Qx )

2] -

exp[- ( aP - Qx )
2] + �QFx } (17)

式中, F = erf ( aP - Qx ) + erf ( aP + Qx ) (18)

利用厄米函数的性质, 将( 10)式改写为:

E m = S 
a

- a

1
2( m + 1)

Hm+ 1∀ x∀
w 1∀

#

exp[- Px∀- Qx )
2] dx∀ (19)

式中, w 1∀ = w 1/ 2 ( 20)

对( 19)式进行分部积分处理,得:

Em =
Sw 1∀

2( m+ 1)
Hm+ 1

x∀
w 1∀ exp[- (Px∀- Qx )

2
]

a

- a
+

Sw 1∀
2( m + 1) 

a

- a
2P ( x∀- Qx )Hm+ 1

x∀
w 1∀ #

exp[- ( Px∀- Qx )
2] dx∀=

Sw 1∀
2( m + 1)

Hm+ 1
a

w 1∀ #

{ exp[- ( aP - Qx )
2
] - (- 1)

m+ 1
exp[- ( aP +

Qx )
2
] } +

Pw 1∀2

2( m + 1) E m+ 2+ Pw 1∀2Em -

Pw 1∀Qx

m + 1 Em+ 1 ( 21)

即:

Em+ 2 =
2( m + 1)

Pw 1∀2
(
Pw 1∀Qx
m + 1

Em+ 1+ (1- Pw 1∀2) Em -

Sw 1∀
2( m + 1)

Hm+ 1
a

w 1∀ { exp[- ( aP - Qx )
2] -

(- 1) m+ 1exp[- ( aP + Qx )
2] } ) ( 22)

对( 22)式进行简单运算,并将( 20)式回代后可得到:

Em+ 1 =
2 2QxEm

Pw 1
+ 2m

2

P
2
w 1

2 - 1 E m- 1-

2 S

P
2
w 1
Hm

2a
w 1

{ exp[- ( aP - Qx )
2] -

(- 1) mexp[- ( aP + Qx )
2
] } � m % 1 ( 23)

( 23)式表明, 如果知道 E m- 1, Em , 就可以对( 23)式

作递推运算得到 Em+ 1, 即利用( 23)式进行递推需

要两个起动值, ( 16)式和 ( 17)式正好给出了 E 0 和

E 1的解析表达式。利用( 16)式、( 17)式及( 23)式,

就可以得到 T EM 2, TEM 3, TEM4 ∃模 H�G 光束的
场分布函数,例如:

E2 =
S

P
3
w 1

2{- 4( aP - Qx ) exp[- ( aP + Qx )
2] -

4( aP + Qx ) exp[- ( aP - Qx )
2] +

448� 激 � � 光 � � 技 � � 术 2003 年 10 月



�F (2 - P
2
w 1

2 + 4Q2
x
2) } ( 24)

E 3 = -
2 2S

P
4
w 1

3{ exp[- ( aP + Qx )
2] #

[ ( 4+ 4a2P 2- 3P 2
w 1

2 + 4aPQx + 4Q2
x
2) #

(- 1+ exp( 4aPQx ) ) + 8aPQx ] -

�FQx (6 - 3P 2
w 1

2+ 4Q 2
x
2) } ( 25)

E 4 =
2 2QxE 3

Pw 1
+ 6

2

P
2
w 1

2 - 1 E 2-

2 S

P
2
w 1
H3

2 a
w 1

# { exp[- ( aP - Qx )
2] +

exp[- ( aP + Qx )
2
] } ( 26)

∃

当光阑效应可忽略时, F= 2, ( 16)式、( 17)式、( 24)

式和( 25)式分别简化为:
� � � � � � � � E 0 =

�S
P

(27)

E 1 =
2 2�QxS

P
2
w 1

( 28)

E 2 =
2 �S
P
3
w 0

2( 2- P
2
w 0

2
+ 4Q

2
x
2
) ( 29)

E3 =
4 2�S
P
4
w 0

3 Qx (6 - 3P 2
w 0

2 + 4Q2
x
2) ( 30)

容易证明, ( 27)式~ ( 30)式与文献[ 7]中的( 4)式是

一致的。由此, 光阑对 TEM m 模 H�G光束( m = 0,
1, 2, 3)传输的影响可解析地表示为:

E 0- E 0 =
�S
2P

(2 - F ) (31)

E 1- E 1 =
2�SQx
P
2
w 1

( 2 - F ) -
2S

P
2
w 1

#

{ exp[- ( aP+ Qx )
2] - exp[- ( aP- Qx )

2] } � ( 32)

E2 - E 2 =
�S

P
3
w 1

2( 2- P
2
w 1

2
+ 4Q

2
x
2
) ( 2- F ) +

S

P
3
w 1

2{ 4( aP - Qx ) exp[- ( aP + Qx )
2] +

4( aP + Qx ) exp[- ( aP - Qx )
2] } ( 33)

E 3- E 3 =
2 2 S

P
4
w 1

3exp[- ( aP + Qx )
2] #

{ ( 4 + 4 a2P 2- 3P 2
w 1

2+ 4aPQx + 4Q 2
x
2) #

[- 1 + exp( 4aPQx ) ] + 8aPQx } +

2 2�S
P
4
w 1

3 Qx ( 6- 3P
2
w 1

2
+ 4Q

2
x
2
) ( 2- F) (34)

2 � 计算结果及分析

将( 16)式、( 17)式和递推公式( 23)式用于图 2

所示二薄透镜间有一硬边光阑的光学系统,透镜焦

� �

Fig. 2 � Tw o�lens optical system w ith an internal hard� edge aperture

距分别为 f 1 和 f 2, 透镜 L1 距入射参考面 RP 1 为

l 1,两透镜间相距 l 2, 透镜 L2 距输出参考面 RP2 为

l 3,进行数值计算, 得出 H�G光束经系统传输后的

相对光强分布如图 3 所示。计算所用参数为,

� � � �

Fig. 3 � Relat ive intensity dist ributions of a T EM 2 H�G beam through

the system show n in Fig. 2, the calculat ion parameters are seen

in the text

�= 1. 06 m, m = 7, f 1= f 2= 200mm, l 1= 300mm,

l 2= 400mm, a= 1. 5mm, w 0= 1mm; 图中实线对应

于 l 3= 100mm,虚线对应于 l 3= 600mm。计算结果

与直接对( 10)式作数值积分所得结果完全一致, 这

正是预期的结果, 因为推导出的传输公式在近轴近

似下是严格的解析结果。光阑效应对 H�G 光束传
输影响的数值结果如图 4所示,计算参数 m = 2,其

余参数与图 3中实线所用参数相同。图 4给出了 a

分别为0. 5mm , 1. 0mm, 1. 5mm, 2. 0mm和2. 7mm时

| E 2- E 2| / | E 2| max随 x 的变化图形。由图可知,随

a 的增大,光阑效应逐渐减弱。对 TEM2 模, 当 a=

2. 7mm 时| E 2- E 2| / | E 2| max ,光阑效应可忽略。

大量的数值计算表明,递推算法与采用直接数

值积分计算结果相比可大大地缩短机时。以图 3中

l 3= 100mm 时的计算为例,机时比为 1&120, 当 a=

3mm ,时机时比为 1&250;这充分说明用本文中所述

(下转第 452页)
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高。当 I = 14A 时, 对应 g
* 参数(见图 3)上的 Pb

临界点,此时,谐振腔已在非稳状态,功率明显的下

降,直到越过该非稳区进入下一稳定区,激光功率又

会线性提高。当增至 I= 24A,激光器处于又一非稳

区( x 3~ x 4段) ,输出功率又开始下降。

Fig. 5� Output pow er versus pump pow er

a∋ d= 200mm � b ∋ d= 155mm

为了提高激光功率的输出, 可适当减小 d 值

(即缩短腔长使 d 从 200mm 减小到 155mm) , 则图

5中曲线 a向右移动(变为曲线 b的情况)。使得在

较高注入功率时光腔能够处于稳定的状态, 也就提

高输出功率。

这种缩短腔长的设计方案受到了激光器机械设

计的限制。不过可以通过调节各个棒的注入电流而

使3个棒热焦距尽量的相等, 对棒的热效应进行补

偿,工作曲线更接近理想状态,稳定区间得以扩大。

图 6为 d = 180mm 时采用这种补偿和未采用补偿

而得到的对比曲线。可以看出注入电流补偿前功率

曲线 A有功率明显下降的现象。补偿后得到的曲

线 B则线性增长, 在高注入的情况下也未出现功率

的下降的趋势。

Fig. 6 � Output laser pow er versus pump pow er

A ∋ d= 180mm ( not using thermal compensation) � B ∋ d = 180mm

( using thermal compensat ion)

3 � 结 � 论

多棒串接高功率固体激光器热效应是导致激光

器输出功率下降的主要因素。在实际光腔设计中,

通过对棒的热效应的补偿来达到棒间的匹配耦合是

解决上述问题的最佳方案。

感谢黄维玲、王海林、王 � 英、曹红兵、陈泽民、

杨克成等老师和同学的悉心指导及热情帮助。
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方法来研究H�G光束的实用性。

Fig. 4 � Ef fect of hard� edge aperture on the TEM 2H�G beam

3 � 小 � 结

对H�G光束经内含硬边光阑的复杂 ABCD 光

学系统的传输进行了研究,推导出了 H�G光束传输
的递推公式,由此可得任意阶 H�G光束的传输公式,

且能解析地对光阑效应进行研究。所得公式是严格

的解析结果, 适用于含硬边光阑且 B ( 0 的近轴

ABCD 光学系统。对 B= 0 情况, 需用矩阵分解方

法另加推导。为表述简明, 文中公式是用二维( x ,

z )H�G光束写出的,但推广到三维( x , y , z ) H�G光
束是直截了当的。递推算法简单、便于编程实现,且

比直接数值积分计算大大地缩短了机时, 具有实际

应用价值。
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