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　　文章编号 : 100123806 (2003) 0120078203

分数域啁啾滤波及其在数字图像处理中的应用 3

张怡霄　杜惊雷　高福华　姚　军　曾阳素　郭永康
( 四川大学物理系 ,成都 ,610064)

摘要 : 讨论了分数域啁啾滤波的基本原理 ,同时将光学中的分数傅里叶变换引入到数字图像处理中 ,提出了

一种分数域滤波去除影响数字图片质量之啁啾噪声的新方法 ,比较了分数域啁啾滤波和常规傅里叶频谱面上的滤

波 ,获得了满意的模拟结果。
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Chirp f iltering in fractional Fourier domain and its

application in digital image processing

Zhang Yi x iao , Du Ji nglei , Gao Fuhua , Yao J un , Zeng Yangsu , Guo Yongkang

(Department of Physics ,Sichuan University ,Chengdu ,610064)

Abstract : The principles of chirp filtering in fractional Fourier domain are discussed in this paper. After introducing

optical fractional Fourier transform into digital image processing ,we present a new method to eliminate chirp noise of

digital images by filtering in the fractional Fourier domain. The filtering effects of this method and conventional Fourier

domain filtering are compared and satisfying simulation results are obtained.
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引　言

分数傅里叶变换 (f ractional Fourier t ransform ,

即 FRT)是更广义的傅里叶变换 ,它与菲涅耳衍射、

Wigner分布函数、啁啾 (chirp)变换、小波 (wavelet )

变换等有密切的联系 ,使人们可以从一个全新的角

度来考察成像及光束传输等问题[1～3 ]。由于引入

了分数傅里叶变换 ,在信号处理、图像识别等方面可

以借助于分数域上的操作来实现常规傅里叶变换难

以处理的问题[4 ]。

分数傅里叶变换可作为广义空间滤波的基

础[2 ] ,它扩展了光学信息处理的内容和方式。通常

的滤波系统是在傅里叶频谱面上引入滤波器 ,故仅

局限于线性空不变系统的操作 ,例如输入函数与一

个空不变脉冲响应的卷积。分数傅里叶变换本身是

空变的 ,因此 ,通过在不同的分数傅里叶变换面上引

入不同的滤波器 ,可以实现更多的操作。对于一些

高频噪声 ,例如啁啾噪声 ,由于是平移变化 (空变)的

噪声 ,滤波器需要很高的分辨率和很大的带宽 ,常规

的傅里叶变换滤波很难实现。这时若采用分数傅里

叶变换滤波则很容易滤掉它。

基于啁啾函数的分数傅里叶特性[5 ] ,作者讨论

了分数域啁啾滤波 ,并将光学中的分数傅里叶变换

引入到数字图像处理中 ,提出了一种分数域滤波去

除影响数字图片质量之啁啾噪声的新方法。通过计

算机模拟比较了分数域啁啾滤波和常规傅里叶频谱

面上的滤波 ,获得了满意的结果。

1　分数傅里叶变换

Namias最初提出的分数傅里叶变换是从纯数

学的角度 ,通过算符的本征方程 ,结合傅里叶变换引

入的。他将常规傅里叶变换视作分数傅里叶变换的

一个特例。

设输入函数为 f ( x ) ,则其 P阶分数傅里叶变

换定义为[6 ] :

FP[ f ( x ) ] =∫
∞

- ∞
f ( x ) B P ( x , u) d x (1)

式中 , B P ( x , u)为核函数 :
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B P ( x , u) =
exp [ - i (πφ̂/ 4 - φ/ 2) ]

| sinφ| 1/ 2 exp [iπ×

( x 2cotφ - 2 x ucscφ + u2cotφ) ] (2)

式中 ,φ= Pπ/ 2 ,φ̂= sgn (sinφ) , P为分数阶。

2　分数域啁啾滤波的基本原理

分数傅里叶变换与菲涅耳衍射、Wigner 分布函

数、啁啾变换、小波变换等有密切的关系 [1 ] ,而

Wigner分布函数又与啁啾函数、δ函数、纯谐函数

有非常特殊的关系。在 Wigner 域中π/ 2 的旋转操

作就是通过一系列的啁啾函数将一个脉冲函数变为

一个纯谐函数 [7 ]。由于分数傅里叶变换对应于

Wigner分布的旋转 ,故谐函数、δ函数、啁啾函数实

际可看作同一函数在不同分数傅里叶域中的表示。

啁啾噪声在信号处理中是一种常见的空变高频

噪声 ,采用常规的傅里叶变换滤波系统很难处理。

啁啾函数 f ( x ) = exp [ - i2π( b2 x 2/ 2 + b1 x + b0) ]

的 Wigner分布为与 x 轴成φ= tan - 1 b2角度的线状

δ函数[5 ] ,即 : b2 = tan ( Pπ/ 2) (3)

式中 , P为对应的分数傅里叶变换阶数。

Fig11　The simulation results of chirp filtering in fractional Fourier

domain

a - the original function :12D Gaussian function 　b - the input

function :the Gaussian function with added chirp noise　c - the

distribution of the Gaussian function with added chirp noise in

0. 5 fractional Fourier domain　d - the Fourier spectrum of the

Gaussian function with added chirp noise 　e - the output

function of filtering in fractional Fourier domain　f - the output

function of filtering in Fourier frequency plane

由于分数傅里叶变换对应着 Wigner 分布函数

的旋转 ,因此 ,该啁啾函数在对应的 P阶分数域中

为一个能量高度集中的δ函数 ,这时采用简单的滤

波器就能较好地除去该噪声。

利用一种分数傅里叶变换的快速算法[8 ] ,对带

有啁啾噪声的一维高斯函数进行了滤波的模拟计

算 ,模拟结果如图 1 所示。其中输入函数 f ( x ) =

e -πx
2

+ e - iπ( x
2

- 8 x)
,为高斯函数 g ( x ) = e -πx

2

与啁啾

噪声 h ( x ) = e - iπ( x
2

- 8 x)的叠加。

根据 (3)式 ,该啁啾噪声在 0. 5阶分数域上为一

δ函数 ,因此 ,对带有噪声的高斯函数作 0. 5阶的分

数傅里叶变换 ,得到图 1c 所示的分数谱。可以看

出 ,啁啾噪声变成了一个δ函数 ,噪声与信号已经

分离。经滤波操作和逆变换以后 ,得到如图 1e所示

的输出函数 ,输出函数与原始函数基本相同 ,啁啾噪

声已被滤除。而由图 1d、图 1f 可知 ,在傅里叶频谱

面上 ,信号与噪声的频谱是混叠在一起的 ,很难进行

滤波操作。勉强滤波后得到的输出函数仍然含有噪

声项 ,且强度与原函数相比有衰减。

3　分数域啁啾滤波在数字图像处理中的应

用

　　人们在用 CCD拍摄图片的时候 ,镜头上附着的

灰尘会使拍得的图片中带有一些噪声 ,影响图片的

质量。这些噪声是由灰尘颗粒的衍射产生的 ,与啁

啾噪声类似。为了去掉这些噪声 ,通常采用的是频

谱面上的滤波。由上一节的模拟结果可以看出 ,分

数域啁啾滤波在对空变高频噪声的处理上优于传统

的频域滤波。作者将光学中的分数域啁啾滤波引入

到数字图像处理中 ,提出一种新的改善图像质量的

手段 ,它能有效地除去图像中的高频噪声 (啁啾噪

声) ,而图像的高频信息损失很少 ,能复原得到清晰

的原始图像。

对图 2a所示的原始图像 ,假设它受到一个加性

啁啾噪声 :

f ( x , y) = exp [ - iπ( x 2 + y2 - 10 x + 10 y) ] (4)

的影响 ,导致图像质量下降 ,如图 2b。由 (3)式可

知 ,该啁啾在 0. 5阶分数域上为一δ函数。

对含有啁啾噪声的图像作 0. 5阶分数傅里叶变

换 ,得到其 0. 5阶的分数谱 ,见图 2c。可以看到 ,在

该分数域上 ,图像的谱与啁啾噪声的谱是分开的。

滤掉噪声的谱以后 ,再作 - 0. 5 阶的分数傅里叶变

换 ,得到去掉噪声后的图像 ,见图 2e。还原的图像

很清晰 ,图像的高频信息基本没有损失。

为了比较滤波的效果 ,同时对傅里叶频谱面上

的滤波进行了模拟。图 2d为含有噪声的图像的傅

里叶频谱 ,图 2f 为频谱面上滤波后还原得到的图
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像。比较图 2c ,图 2d和图 2e ,图 2f 可以看出 ,在0. 5

阶分数域上 ,虽然噪声的高频成分与图像的分数谱

有重叠 ,但去掉噪声的分数谱的主要部分 ,对图像的

高频成分基本没有影响 ,故滤波后仍然可以得到比

较清晰的图像。而在傅里叶频谱面上 ,虽然图像的

频谱比较集中 ,但是其高频成分与噪声的频谱有重

叠 ,要想滤去噪声 ,必然会损失一部分物的高频信

息 ,致使最后还原的图像变得模糊不清。

　　由模拟结果可知 ,采用分数域上的滤波 ,确实能

有效地除去图像中的啁啾噪声 ,还原出清晰的图像。

Fig12　The simulation results of chirp filtering in fractional Fourier

domain applied in digital image processing

a - the original image　b - the image being disturbed by a chirp

noise　c - the distribution of the image and noise in 0. 5 frac2
tional Fourier domain 　d - the Fourier spectrum of the image

and noise　e - the output image of filtering in fractional Fourier

domain　f - the output image of filtering in Fourier frequency

plane

4　结束语

分数傅里叶变换在光学中的引入 ,大大扩展了

光学信息处理的内容和方式 ,同时由于它在处理高

频空变噪声问题上的优越性 ,使得分数域啁啾滤波

的效果大大优于传统的频域滤波。将光学中的分数

域啁啾滤波引入到数字图像处理中 ,提出了一种新

的改善数字图像质量的手段。模拟结果与实验结果

表明 ,这种方法能有效地除去图像中的高频噪声 (啁

啾噪声) ,而图像的高频信息损失很少 ,能复原得到

清晰的原始图像。
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将沿复平面上过原点与 x 轴成δ角度的直线变化 ,

此时出射光一般为非正椭圆偏振光。这在图 1中也

可以看出。特殊情况为δ= k ×(π/ 2)时 , k 为整数 ,

这种情况下出射光或沿实轴变化 ,或沿虚轴变化 ,比

如若取δ=π,即延迟器为 1/ 2 波片的情况 ,根据以

上结论可以得出出射光沿虚轴的负半轴变化。由

(9)式可以得出出射光与入射光相反 :χo = - χi ,这

表明出射光仍为线偏光 ,但其振动方向与 x 轴成

(π/ 2 -θ)角。

3　讨　论

实验中采用的是旋转起偏镜而使波片保持不

动。同样也可以让起偏镜保持不动 ,而使波片旋转 ,

但要注意快轴 ( x 轴)是与波片一起旋转的。在复平

面上经过类似的分析 ,也能得出上述结果。通过以

上的论述 ,可以得出 :在复平面中讨论偏振光态势的

变换问题 ,具有直观明了、运算简化等特点 ,其最主

要的优点是它能将所有的全偏振光都表示在一个复
平面之内 ,并且很容易得出出射光随入射光和相位

延迟器延迟角δ变换的规律。因此 ,这种复平面法

能够作为一种新的研究偏振态问题的工具。
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