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失调周期光学系统的等效变换*
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摘要: 使用矩阵光学方法和 3 3 Sylv ester 定理,研究了失调周期光学系统的变换矩阵的分解和等效问题。研

究表明,失调周期光学系统可以简化为两个薄棱镜和一个非失调薄透镜组成的等效系统。
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Abstract: The matrix facto rization and equivalent transformation of per iodic misaligned optical systems are studied by

using the matr ix method in optics and generalized Sylvester theorem. It is shown that the periodic misaligned systems can

be simplified to a combination of a thin aligned lens and tw o thin prisms.
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引 言

光学系统的合成与等效变换是激光光学中的一

个基本问题。研究激光光束通过复杂光学系统的传

输以及分析多元件谐振腔模式时常需作等效变换以

使问题简化。而对系统变换矩阵的分解是实现系统

合成与等效的关键[ 1]。迄今, 对于描述对称光学系

统的 2 2ABCD 光线变换矩阵的分解问题已作了

深入研究。Casperson[ 2]证明了任何非简并 2 2 矩

阵可以用不超过 4个基本矩阵 ^ , ^ ,  ̂的有序乘积

表示。Arsenault[ 3]将系统 2 2 变换矩阵分解为两

个上三角矩阵和一个反对角矩阵的乘积(前者代表

自由空间传输, 后者为焦平面矩阵) ,并进一步将此

方法用于对称周期光学系统变换矩阵的分解研究。

近年来, T ovar 和 Casperson 导出了描述失调光学系

统 3 3A BCDEF 光线矩阵的 Sylvester定理
[ 4]
,将 2

2ABCD 光束矩阵推广到描述复元素失调光学系

统的 3 3ABCDGH 光束矩阵[ 5] , 用类似文献[ 2]中

的方法研究了 3 3ABCDGH 光束矩阵的分解及系

统合成等问题[ 6] ,在 B  0 情况下,导出了幺模变换

矩阵的 6种分解式。迄今为止, 未见有对失调周期

光学系统的等效变换问题的研究报道。笔者应用

Sylvester定理和矩阵光学方法研究了此类系统的变

换矩阵的分解,导出了一般分解公式,并以失调多程

反射室和失调薄透镜序列为例说明其应用。

1 失调光学系统的矩阵分解

设失调光学系统的增广矩阵(光线变换矩阵)为

M=

A B E

C D F

0 0 1

, 其中 A , B , C , D 为理想(非失

调)对称光学系统的矩阵元, E, F 为失调矩阵元[ 7]。

不难证明, 可以把 M 矩阵按以下两种情况进行分

解。

( 1) B  0的分解

M =

1 0 0

0 1 ( BF - DE) / B

0 0 1

1 A / C 0

0 1 0

0 0 1

0 - 1/ C 0

C 0 0

0 0 1

1 D/ C 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 E / B

0 0 1

( 1)
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上式的物理意义显而易见,第 1、第 5两个矩阵分别

表示折射率为 n、顶角分别为 !1=
BF- DE
B( n- 1)

, !2=

E
B( n- 1)

的薄棱镜变换矩阵; 第 2~ 第 4个矩阵为

非失调光学系统将 2 2UAU 分解法[ 3]推广后对应

的矩阵,分别代表长度 d 1= A / C 的自由空间传输

矩阵, 透镜( f = - 1/ C)的焦平面矩阵以及自由空间

( d2= D / C )传输矩阵。

( 2) B= 0的分解

若系统的矩阵为 M=

A 0 E

C D F

0 0 1

,则( 1)式失

效,可将增广矩阵展开为:

M =

A - A E

C D - C F

0 0 1

1 0

0 1 0

0 0 1

( 2)

M =

1 0

0 1 0

0 0 1

A - C - D E - F

C D F

0 0 1

( 3)

上面两式中 均取某一不为 0 的确定值, 代表自由

空间传输距离。显然, ( 2)式中第 1个矩阵、( 3)式中

第 2个矩阵可按与上类似的方法进行分解。

2 失调周期光学系统的等效

在激光束传输研究中常涉及周期光学系统的应

用, 如薄透镜序列、多程反射室。为简单起见, 文献

中通常将其视为理想无失调光学系统。然而, 在实

际应用中,往往会因为调节误差而导致系统失调。

设系统由 s 个相同的失调子系统组成, 其增广

矩阵可表示为:

Ts =

A s Bs Es

Cs Ds Fs

0 0 1

=

A B E

C D F

0 0 1

s

( 4)

采用 3 3 Sylvester定理[ 4]以及上述矩阵分解方法,

即可找到与之对应的等效系统, 从而使变换问题得

到简化。

2. 1 失调薄透镜系列

设有 s 个相距d、焦距为 f、失调线位移为 ∀的

薄透镜周期序列, 如图 1所示。其子系统的增广矩

阵为:

M =

A B E

C D F

0 0 1

=

1 0 0

- 1/ f 1 ∀/ f

0 0 1

1 d 0

0 1 0

0 0 1

=

1 d 0

- 1/ f 1- d / f ∀/ f

0 0 1

( 5)

Fig. 1 M isaligned periodic sequence of ident ical lenses

由 3 3 Sylvester 定理可以计算得到如下矩阵元:

A s =
sins!- sin( s - 1) !

sin!
(6)

Bs = d sin s!/ sin! (7)

Cs = - sins!/ f sin! (8)

D s =
( 1- d / f ) sin!- sin( s - 1) !

sin! (9)

Es =
d∀/ f [ sins!- sin( s - 1) !- sin!]

2sin!( cos!- 1)
( 10)

Fs =
- ( d∀/ f

2
) sins!

2sin!( cos!- 1)
( 11)

式中, cos!= 1- d / 2f。

进而将 Ts 按( 1)式进行分解后可得到如下等效

系统:薄棱镜 1 !薄透镜 !薄棱镜 2。对应参数为:

薄棱镜 1的顶角 1=
∀[ sins!- sin( s- 1) !- sin!]
2( n- 1) f sin!( cos!- 1)

,

等效透镜的焦距 f ∀= f sin!
sins!

,薄棱镜 2 的顶角 2=

- d∀sins!/ [ 2f 2( n - 1) sin!( cos!- 1) ] - [ ( 1- d/

f ) sins!- sin( s- 1) !] 1/ sin!, 薄棱镜 1 到等效透

镜前焦点的距离 l 1 = d +
f

sins!
[ sin ( s - 1) !-

sins!] ,薄棱镜 2 到等效透镜后焦点的距离 l 2=

f
sins![ sin( s- 1) !- sins!] ,如图 2 所示。若采用类

似方法还可以分析光线在透镜波导中的传输特性。

Fig. 2 T he equivalent opt ical system

2. 2 失调多程反射室

多程反射室可视为球面反射镜上开有入孔和出

孔的干涉仪,一般作为光学延迟系统、喇曼增益室等

应用于激光光学和高分辨激光光谱学中。通常用矩

阵光学方法分析反射室中光线的往返传输行为, 根

48 激 光 技 术 2003 年 2 月



据 2 2Sy lvester 定理, 可得到经 s 次反射后系统的

变换矩阵。然而,若反射镜失调,则需用 3 3 增广

矩阵描述光学系统的变换作用。设球面镜 1和球面

镜2的曲率半径均为 R ,镜间距离为 L ,镜 1失调而

镜2不失调, 且镜 1 的失调角位移为 ∀∀, 如图 3 所

示。若以镜 1为参考,则往返矩阵为:

Fig. 3 Misaligned multi pass reflected cell

M =

1 0 0

- 2/ R 1 2∀∀

0 0 1

1 L 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

- 2/ R 1 0

0 0 1

1 L 0

0 1 0

0 0 1

=

1- 2L / R 2L ( R - L ) / R 0

4( L - R ) / R
2 ( 4L 2- 6RL + R

2
) / R

2 2∀∀

0 0 1

( 12)

由3 3Sylvester 定理可以计算得到经 s 次往返后

失调多程反射室的变换矩阵元为:

A s =
( 1- 2L / R ) sins#- sin( s - 1) #

sin # (13)

Bs = 2L (1 - L / R ) sins#/ sin# (14)

Cs = ( 4/ R ) ( L / R - 1) sin s#/ sin# (15)

D s =
( 4L

2
- 6RL + R

2
) / R

2
sins#- sin( s - 1) #

sin#

(16)

Es =
2L∀∀(1- L / R) [sins#- sin( s - 1) #- sin#]

sin#( cos#- 1)

(17)

Fs =
2∀∀L/ R[ (2L / R - 3)sins#- sin( s - 1) #- sin#]

sin#( cos#- 1)

(18)

式中, cos#= 1- 4 L / R+ 2L 2/ R。

同样可将 Ts 按( 1)式进行分解后得到等效系

统:薄棱镜 1 !薄透镜 !薄棱镜 2。有关结果为: 薄

棱镜 1 顶角 1=
∀∀[ sins#- sin( s- 1) #- sin#]

( n- 1) sins#( cos#- 1) , 等

效透镜焦距 f ∀= R sin #
4( L / R- 1) sin s#

, 薄棱镜 2顶角

2=
2∀∀L / R [ (2L / R- 3)sins#- sin( s- 1) #- sin#]

( n- 1) sin#( cos#- 1)
-

( 4L
2
- 6RL + R

2
) / R

2
sins#- sin( s- 1) #

sin# 1, 薄棱

镜 1 到 等 效 透 镜 前 焦 点 的 距 离 l 1 =

( R 2- 6RL + 4 L 2) sins#- R
2sin( s- 1) #

4( L - R ) sins#
, 薄棱镜 1

到 等 效 透 镜 后 焦 点 的 距 离 l 2 =

( R 2- 2RL ) sins#- R
2sin( s- 1) #

4( L - R ) sin s#
,如图 2所示。

若在实际应用中,多程反射室的镜 1 和镜 2均

有失调, 设失调角分别为 ∀1∀和 ∀2∀,以镜 1为参考,

可得到光线往返传输矩阵:

M =

1 0 0

- 2/ R 1 2∀1∀

0 0 1

1 L 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

- 2/ R 2∀2∀ 0

0 0 1

1 L 0

0 1 0

0 0 1

=

1- 2L / R 2L (R - L ) / R 2L∀2∀

4( L - R )

R
2

4L 2- 6RL + R
2

R
2 2 ∀2∀-

2L∀2∀
R

+ ∀1∀

0 0 1

( 19)

采用类似方法可以得到经 s 次往返后系统矩阵的分

解式,受篇幅所限,具体表示式从略。

3 结 论

在矩阵光学理论基础上, 采用 3 3Sylvester 定

理研究了失调周期光学系统变换矩阵的分解问题,

给出了一般分解公式。并将失调周期光学系统简化

为薄棱镜 1!薄透镜 !薄棱镜 2等效系统。进一步

讨论了实际应用中遇到的失调薄透镜序列和失调多

程反射室的等效变换, 得到了有意义的计算结果。

该方法对光学系统的设计具有实际价值。
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