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　　文章编号 : 100123806 (2002) 0620428204

失调光学系统的矩阵分解与等效变换 3

张廷蓉1 ,2 　吕百达2

(1四川师范大学物理系 ,成都 ,610066) (2四川大学激光物理与化学研究所 ,成都 ,610064)

摘要 : 在傍轴近似下 ,采用矩阵光学方法详细研究了失调光学系统变换矩阵的分解与等效变换问题。研究表

明 ,任何用 3 ×3 AB CD EF 增广矩阵表示的失调系统的变换矩阵可以分解为 3 个基本矩阵α̂,β̂,δ̂的有序乘积。
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Matrix decomposition and equivalent transformation of misaligned optical systems
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Abstract : Within the framework of the paraxial approximation the matrix decomposition and equivalent

transformation of misaligned optical systems are studied in detail based on matrix method in optics. It has been shown that

any 3 ×3 AB CD EF augmented matrix ,which describes a misalighed optical system ,can be represented by an ordered

product of basic matrices of α̂,β̂and δ̂ types.
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引 　言

在光学设计和激光光学中 ,常遇到光学系统的

合成和等效变换问题 ,即已知光学系统的变换矩阵 ,

根据各变换矩阵元素 A , B , C , D 确定组成该系统

至少所需的光学元件数目、类型、参数及组合顺序。

Casperson[1 ]首先研究了描述轴对称光学系统 2 ×2

矩阵的分解及系统的合成问题。对于实际光学系

统 ,例如谐振腔 ,由于安装和调整误差、光学系统工

作时外界环境产生的微扰、变形而产生失调。按文

献[ 2 ] ,任何失调光学系统的变换性质可用一个 3 ×

3 AB CD EF 增广矩阵表示 ,一个复杂的失调光学系

统的变换矩阵可通过一系列 3 ×3 矩阵的乘积得到。

近年来 , Tovor 等人对 3 ×3 AB CD GH 广义光束矩

阵及其应用作了较为系统的研究[3～6 ] 。笔者采用

矩阵光学方法着重研究了失调光学系统的 3 ×3 增

广矩阵分解和等效变换 ,讨论了矩阵元 A , B , C , D

不同取值所对应的各种分解式 ,并以失调薄透镜和

失调厚透镜为例 ,分别对 B = 0 和 B ≠0 两种情况进

行了具体讨论。

1 　失调光学系统的矩阵分解与等效变换

按文献[ 2 ] ,一失调系统的 3 ×3 增广矩阵为 :

M =

A B E

C D F

0 0 1

,其行列式满足 :

det M = A D - B C = 1 (1)

式中 , A , B , C , D 为理想光学系统的矩阵元 , E , F

表示系统的失调矩阵元。本文中限于所有矩阵元为

实数情况。对于折射光学系统 , E = (1 - A )ε+ ( l

- B )ε′, F = - Cε+ (1 - D)ε′, l 为参考面 RP1 和

RP2 之间的距离 ,ε和ε′表示光学系统的失调参数

(位移与倾角) ;若为反射光学系统 ,则 E = (1 - A )ε

- Bε′, F = - Cε- (1 + D)ε′。

可以证明 , 失调光学系统的光线变换矩阵

M (3 ×3 增广矩阵)可用不超过 6 个基本矩阵 :

α̂ =

1 α 0

0 1 0

0 0 1

,β̂ =

1 0 0

β 1 0

0 0 1

,δ̂ =

1 0 0

0 1 δ

0 0 1

(2)

的有序乘积来表示。α̂,β̂,δ̂分别表示自由空间传
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输距离α、焦距 - β- 1的薄透镜以及折射率为 n 顶角

为δ/ ( n - 1) 的薄棱镜或失调角为ε′=δ/ 2 的平面

反射镜的变换矩阵。基本矩阵满足 :

β̂̂δ = δ̂̂β (3)

δ̂(δ1)α̂(α)δ̂(δ2) =

α̂(
αδ2

δ1 +δ2
)δ̂(δ1 +δ2)α̂(

αδ1

δ1 +δ2
) (4)

或 α̂(α1)δ̂(δ)α̂(α2) =

δ̂(
δα2

α1 +α2
)α̂(α1 +α2)δ̂(

δα1

α1 +α2
) (5)

1 . 1 　B ≠0 的分解

利用α̂,β̂,δ̂矩阵之间的基本关系式 (3) 式～

(5)式 ,可以得到以下分解式 :

M =

1 0 0

0 1
B F - D E

B

0 0 1

1
A - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

C 1 0

0 0 1

1
D - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1
E
B

0 0 1

(6)

M =

1 0 0

0 1
B F - D E

B

0 0 1

1 0 0

D - 1
B

1 0

0 0 1

×

1 B 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

A - 1
B

1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 E/ B

0 0 1

(7)

M =

1 0 0

D - 1
B

1 0

0 0 1

1 0 0

0 1
B F - D E

B

0 0 1

×

1 B 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

A - 1
B

1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 E/ B

0 0 1

(8)

M =

1 0 0

0 1
B F - D E

B

0 0 1

1 0 0

D - 1
B

1 0

0 0 1

×

1 B 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 E/ B

0 0 1

1 0 0

A - 1
B

1 0

0 0 1

(9)

M =

1 0 0

D - 1
B

1 0

0 0 1

1 0 0

0 1
B F - D E

B

0 0 1

×

1 B 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1
E

B

0 0 1

1 0 0

A - 1
B

1 0

0 0 1

(10)

M =

1 0 0

D - 1
B

1 0

0 0 1

1
EB

E + B F - D E
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1
E + B F - D E

B

0 0 1

1
B ( B F - D E)
E + B F - D E

0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

( A - 1) / B 1 0

0 0 1

(11)

当 B ≠0 , C ≠0 , D E ≠E + B F 时 , M 矩阵有 6 种分

解式 ,当 B ≠0 , C ≠0 , D E = E + B F 时 ,按 (6) 式～

(10)式 M 矩阵有 5 种分解式 ,当 B ≠0 , C = 0 , D E

≠E + B F ,按 (7) 式～ (11) 式 , M 矩阵有 5 种分解

式 ,当 B ≠0 , C = 0 , D E = E + B F 时 ,按 (7) 式～

(10)式 , M 矩阵有 4 种分解式。容易证明 ,上述结

果与 Tovor 等人对 3 ×3 AB CD GH 光束变换矩阵的

分解[6 ]仅数学表示方法不同 ,但实质是一致的。

1 . 2 　B = 0 的分解

当 B = 0 时 ,上述分解失效 ,需按以下方式展开

后进行分解 :

当 M =

A 0 E

C D F

0 0 1

=

A B′ E

C D′ F

0 0 1

1 α 0

0 1 0

0 0 1

(12)

式中 , B′= - Aα, D′= D - Cα,α为某一不为 0 的

确定值。

若仅考虑 (12)式中第 1 个矩阵 ,采用以上方法 ,

可以写出 6 种分解式。当同时考虑α̂矩阵时 ,将增

加如下 3 种分解式 :

M =

1 0 0

0 1 F +
( D - Cα) E

Aα

0 0 1

1
A - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×
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1 0 0

C 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1
CE

A - 1

0 0 1

1
D - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1 -
E ( D - Cα - 1)

Aα( D - 1)

0 0 1

(13)

M =

1 0 0

0 1 F +
( D - Cα) E

Aα

0 0 1

1
A - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1
CE

A - 1

0 0 1

1 0 0

C 1 0

0 0 1

1
D - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1 -
E ( D - Cα - 1)

Aα( D - 1)

0 0 1

(14)

M =

1
A ( A - 1) Eα

A ( A - 1) Fα+ (1 - D + Cα) E
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1 F +
(1 - D + Cα) E

Aα( A - 1)

0 0 1

×

1
( A - 1)

C
( A - 1) ( A Fα+ ( D - Cα) E)

A ( A - 1) Fα+ E (1 - D + Cα)
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

C 1 0

0 0 1

1
D - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1 -
E ( D - Cα - 1)

Aα( D - 1)

0 0 1

(15)

由此可知 ,当 B = 0 时 ,一般有 9 种分解式 ,但在 C

= 0 或 A = D = 1 时 ,增加的 3 个分解式失效。若 A

= D = 1 ,当 B′≠0 , C ≠0 , D′E ≠E + B′F 时 , M 矩

阵有 6 种分解式 ;当 B′≠0 , C ≠0 , D′E = E + B′F

时 , M 矩阵有 5 种分解式 ; 当 B′≠0 , C = 0 ,

D′E ≠E + B′F , M 矩阵有 5 种分解式 ;当 B′≠0 ,

C = 0 , D′E = E + B′F , M 矩阵只有 4 种分解式。

当 M =

A 0 E

C D F

0 0 1

=

1 α 0

0 1 0

0 0 1

A′ B′ E′

C D F

0 0 1

(16)

式中 , A′= A - Cα, B′= - Dα, E′= E - Fα,α为某

一不为 0 的确定值。

同理 ,在 (16)式中的第 2 个矩阵一般也有 6 种

分解式。当同时考虑α̂矩阵时 ,将增加如下 3 种分

解式 :

M =

1 0 0

0 1
E ( A - 1 - Cα)

( A - 1)α

0 0 1

1
A - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1
CE

A - 1

0 0 1

1 0 0

C 1 0

0 0 1

1
D - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1 -
E - Fα

Dα

0 0 1

(17)

M =

1 0 0

0 1
E ( A - 1 - Cα)

( A - 1)α

0 0 1

1
A - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

C 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1
CE

A - 1

0 0 1

1
D - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1 -
E - Fα

Dα

0 0 1

(18)

M =

1 0 0

0 1
E ( A - 1 - Cα)

( A - 1)α

0 0 1

1
A - 1

C
0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

C 1 0

0 0 1

×

1
( D - 1) ( A - 1) ( Fα - E)

C ( CD Eα+ ( Fα - E) ( A - 1) ) 0

0 1 0

0 0 1

×

1 0 0

0 1
CD Eα+ ( A - 1) ( Fα - E)

( A - 1) Dα

0 0 1

×
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1
D ( D - 1) Eα

CD Eα+ ( A - 1) ( Fα - E) 0

0 1 0

0 0 1

(19)

由此可知 ,失调矩阵一般有 9 种分解式 ,但在 C = 0

或 A = 1 时 ,上述增加的 3 种分解式失效。若 A =

1 ,当 B′≠0 , C ≠0 , D E′≠E′+ B′F 时 , M 矩阵有 6

种分解式 ;当 B′≠0 , C ≠0 , D E′= E′+ B′F 时 , M

矩阵有 5 种分解式 ;当 B′≠0 , C = 0 , D E′≠E′+ B′

F , M 矩阵有 5 种分解式 ;当 B′≠0 , C = 0 , D E′=

E′+ B′F , M 矩阵有 4 种分解式。

2 　应用例

2 . 1 　失调薄透镜( B = 0)

失 调 薄 透 镜 的 变 换 矩 阵 为 M =

1 0 0

-
1
f

1
ε
f

0 0 1

, M 矩阵可按下式进行分解 :

M =

1 0 0

0 1
ε
f

0 0 1

1 0 0

-
1
f

1 0

0 0 1

或

M =

1 0 0

-
1
f

1 0

0 0 1

1 0 0

0 1
ε
f

0 0 1

(20)

上述分解表明 ,失调薄透镜的变换可以等效为通过

二个基本光学元件 :焦距为 f 的薄透镜和一失调角

为ε/ 2 f 的平面反射镜或焦距为 f 的薄透镜和一个

折射率为 n、顶角为
ε

( n - 1) f
的薄棱镜的变换。

2 . 2 　失调厚透镜( B ≠0)

按前述分解方法 ,可以得到 6 种分解式 :

M = δ̂(δ2)α̂(α2)β̂(β)α̂(α1)δ̂(δ1) (21)

M = δ̂(δ2)β̂(β2)α̂(α)β̂(β1)δ̂(δ1) (22)

M = β̂(β2)δ̂(δ2)α̂(α)β̂(β1)δ̂(δ1) (23)

M = δ̂(δ2)β̂(β2)α̂(α)δ̂(δ1)β̂(β1) (24)

M = β̂(β2)δ̂(δ2)α̂(α)δ̂(δ1)β̂(β1) (25)

M = β̂(β2)α̂(α2)δ̂(δ)α̂(α1)β̂(β1) (26)

　　以上各分解式的物理意义是十分明显的 ,限于

篇幅此地从略。

3 　结 　论

基于矩阵光学方法 ,对各种可能情况下失调光
学系统的增广矩阵的分解问题作了全面的计算分

析。研究表明 ,失调光学系统的增广矩阵可用 3 个

基本矩阵α̂,β̂,δ̂的有序乘积来表示。并以失调薄

透镜和厚透镜为例说明 B = 0 和 B ≠0 情况下分解

式的应用。当 (1) 式不满足时 ,可按文献 [ 2 ]采用归

一化变换矩阵使之满足 ( 1) 式 ,或者再引入 γ̂矩

阵[1 ] ,但后者使分解变得较为复杂。研究结果对光

学系统的设计或激光光束通过失调光学系统的变换

有实际意义。
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