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多散射介质中光子密度波扩散方程的求解*
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摘要: 将光源作为一个复数点光源,根据实验研究模型的要求,求解了多散射介质中光子密度波扩散方程, 找

出了与入射面相对应面的光子通量和介质中吸收系数改变量之间的关系。所得结论能直接用于多散射介质中成

像问题的实验研究之中,即通过对光子通量的检测, 反演出吸收系数改变量的分布, 从而达到多散射介质中的成像

问题的解决。
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Abstract: I n this paper , we consider the general situation in w hich a amplitude of the po int light source may be

modulated at frequency . According to our experiment, w e study t he diffusing equation in theory. And get the results of

r elationship between the flux and uniform absorption coefficients. T his result can directly be used in experiment about

image in multiple scatter ing media.
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引 言

在多散射介质中利用光子密度波理论进行成

像,为医疗诊断仪器的开发提供了一种引人注目的

前景
[ 1~ 3]

。由于光子密度波在通过多散射介质时,

反映出了介质内在的一系列特性,因而受到人们的

日益关注[ 1, 4~ 6]。

光子密度波在多散射介质中的传递行为由扩散

方程来描述, 这是辐射传递理论方程的近似[ 7, 8]。

根据所设定的实验模型要求, 将光源设为复数光源

来考虑,详细求解了扩散方程,得出了与入射面相对

应的面上的光通量和吸收系数改变量的理论表达

式。

1 求解扩散方程

光子传递方程的一般表达式如下[ 7] :

( r
 
, t )

t
+ c a( r

 
) ( r

 
) - ![ D( r

 
) ! ( r

 
) ] =

S ( r
 
, t ) (1)

式中, ( r
 
, t )是光子密度,  a ( r

 
)和 D ( r

 
)分别是多

散射介质中的吸收系数和扩散系数, S ( r
 
, t )是光源

项。设想光源是一般情况下的点光源, 其振幅由频

率为 的位相项所调制, 即 S ( r
 
, t ) = S 0

exp( - i t ) !( r
 
- r

 
0) ,且 D ( r

 
) = c / { 3[  a ( r

 
) + ( 1

- g )  s( r
 
) ] } ,  s ( r

 
) = 1/ l s称为散射系数, l s 为散

射平均自由程, g = < cos∀s> , c 为多散射介质中的

光速。

通常情况下,作为背景的多散射介质绝大部分

是均匀的,可将吸收系数和扩散系数分别用均匀部
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分量和非均匀部分改变量之和来表达。

 a( r
 
) =  a + ! a( r

 
)

D( r
 
) = D + !D ( r

 
)

( 2)

Fig. 1 Illuminance system of

ex perim ental

arrangement

对于密度函数 ( r
 
,

t ) ,其定解问题有形式

解 ( r
 
, t ) = ( r

 
)

e- i t ,采用惯用的微扰

理论来解方程( 1)。设

0( r
 

)为方程( 1)的零

级解, 1 ( r
 
) 为对 0

( r
 
) 的一级微扰修正,

则有:

( r
 
) = 0( r

 
) + 1( r

 
) ( 3)

根据实验模型,设作为背景的多散射介质吸收

系数忽略不计,即  a= 0,所以对 r
  r

 
0 的地方, 方

程( 1)变为: ! 2
0 + i

Dc
0 = 0 ( 4)

! 2
1 + i

Dc
1 =

! a

D
0 ( 5)

首先假设光入射面为 y= b 的一面(见图 1) , 解

方程( 4) , 得:

0( x , y ) =
4I 0

# !
n = 1, 3, 5, ∀

sin( n#x / a) sh∃#y
nsh∃#b

∃#=
n

2#2

a
2 - i

Dc

0( x , y = b) = I 0

( 6)

类似地,若光入射面为 x= a的一面,得:

0( x , y ) =
4I 0

# !
m= 1, 3, 5, ∀

sin( m#y / b ) sh∃∃x
m sh∃∃b

∃∃ =
m

2#2

b
2 - i

Dc

0( x = a, y ) = I 0

( 7)

若光入射面为 y = 0的一面, 得:

0( x , y ) =
4I 0

# !
n = 1, 3, 5, ∀

sin( n#x / a) sh[ ∃#( b - y ) ]
nsh∃#b

0( x , y = 0) = I 0 ( 8)

若光入射面为 x = 0的一面, 得:

0( x , y ) =
4I 0

# !
m= 1, 3, 5, ∀

sin( m#y / b)sh[ ∃∃( a - x ) ]
msh∃∃a

0( x = 0, y ) = I 0 ( 9)

为求解方程( 5) , 可利用 Green 函数法, 将方程

( 5)表达成 0( r
 

)的方程, Green函数满足:

! 2 + i
Dc

G ( r
 
, r# ) = - !( r

 
- r# ) =

- !( x - x#) !( y - y#) !( z - z#) (10)

根据实验模型的要求, 在计算 Green函数时,其

边界条件为 z 方向趋向于无穷, x 方向和 y 方向分

别限制在a 和 b 的范围内,即设想在无限长的矩形

容器中。将 !函数分别用它们的本征函数表达:

!( x - x#) =
2
a !

%

n = 1
sin

n#
a

x sin
n#
a

x# (11)

!( z - z#) =
1
#&

%

0
cos[ k ( z - z#) ] dk (12)

且边界上 G | x= 0, x= ay= 0, y= b = 0,

则得出方程( 10)的解为:

G ( r
 
, r# ) =

2
ab !

%

m= 1
!
%

n= 1
sin

m#
b

y

sin
m#
b

y# sin
n#
a

x sin
n#
a

x#

exp -
m#
b

2

+
n#
a

2

- i
Dc

( z - z#)

( m#/ b)
2
+ ( n#/ a)

2
- i / Dc

(13)

为了在数值计算时收敛更快一些,利用关系式[ 9] :

!
%

n= 1
sin

n#
a

x sin
n#
a

x#
exp[-

n#
a

2

+ k
2
| z - z# | ]

( n#/ a)
2
+ k

2
=

a
2# !

%

n = - %
{ k 0[ k ( x - x#- 2na)

2
+ ( z - z#) 2

] -

k 0[ k ( x + x#- 2na)
2
+ ( z - z#) 2] } ( 14)

这里 k 0 ( x )是零级 ∋类修正贝塞尔函数。所以,

Green函数可以写成:

G ( r
 
, r# ) =

1
#a !

%

m= 1
!
%

n= - %
sin

m#
b

y sin
m#
b

y#

!
%

n= - %
{ k0[ ∃∃ ( x - x#- 2na)

2
+ ( z - z#) 2

] -

k 0[ ∃∃ ( x + x#- 2na)
2
+ ( z - z#) 2 ] } ( 15)

或

G ( r
 
, r# ) =

1
#a !

%

n= 1
!
%

m= - %
sin

n#
a

x sin
n#
a

x#

!
%

n= - %
{ k 0[ ∃# ( y - y#- 2mb)

2
+ ( z - z#) 2

] -

k 0[ ∃# ( y + y#- 2mb)
2
+ ( z - z#) 2

] } (16)

这样方程( 5)就成为:

1( r
 
) = &d r# G ( r

 
r# )

! a( r# )

D
0( x#, y#) (17)

在下一步的实验研究中,真正需要的是对应光

入射面的光通量的理论值(这是实验时可测到的物

理量) , 密度函数与光通量的关系式为:
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Jn = - D ( r
 
, t ) / n (18)

在该实验模型下,得出的光通量的具体表达式如下:

J n y= 0 = - D
( r
 
)

(- y ) y= 0
= D

1( r
 
)

y y= 0
+

D
0( x , y )

y y= 0
= !

j , k, l

%x j#%yk#%z l# 1
#a

!
%

n = 1
!
%

m= - %
sin n#

a
x sin n#

a
x#

[ k1 ∃# ( y#+ 2 mb)
2
+ ( z - z#) 2

( y#+ 2 mb) ∃#
( y#+ 2 mb)

2
+ ( z - z#) 2

+

k 1∃# ( y#- 2mb)
2
+ ( z - z#) 2

( y#- 2 mb) ∃#
( y#- 2 mb)

2
+ ( z - z#) 2

]

4I 0

# !
%

n#= 1, 3, 5, ∀

sin( n##x#/ a) sin( ∃#y#)
nsh( ∃#b )

( ! a( r# ) +

D
4I 0

# !
%

n= 1, 3, 5, ∀

sin( n#x / a) ∃#
nsh( ∃#b )

(19)

J n | x= 0 = !
j , k, l

%x j#%yk#%z l#
1
#b

!
%

m= 1
!
%

n= - %
sin

m#
b

y sin
m#
b

y#

[ k 1∃∃ ( x#+ 2na)
2
+ ( z - z#) 2

( x#+ 2na) ∃∃

( x#+ 2na)
2
+ ( z - z#) 2

+

k1 ∃∃ ( x#- 2 na)
2
+ ( z - z#) 2

( x#- 2na) ∃∃

( x#- 2 na)
2
+ ( z - z#) 2

]

4I 0

# !
%

m#= 1, 3, 5, ∀

sin( m##x#/ b ) sin( ∃∃x#)
m#sh( ∃∃b) ( ! a( r# ) +

D
4I 0

# !
%

m= 1, 3, 5, ∀

sin( m#x / b) ∃∃
msh( ∃∃b) (20)

J n | y= b = - !
j , k, l

%x j#%yk#%z l# 1
#b

!
%

n = 1
!
%

m= - %
sin

n#
a

x sin
n#
a

x#

[- k 1∃# ( b- y#- 2 mb)
2
+ ( z - z#) 2

( b - y#- 2mb) ∃#

( b - y#- 2mb)
2
+ ( z - z#) 2

+

k 1∃# ( b+ y#- 2 mb)
2
+ ( z - z#) 2

( b + y#- 2 mb) ∃#

( b+ y#- 2 mb)
2
+ ( z - z#) 2

]

4I 0

# !
%

n#= 1, 3, 5, ∀

sin( n##x#/ a) sin[ ∃#( b - y#) ]
n#sh( ∃#b)

! a( r# ) + D
4I 0

# !
%

n= 1, 3, 5, ∀

sin( n#x / a) ∃#
nsh( ∃#b )

(21)

Jn | y= a = - !
j , k, l

%xj#%yk#%z l# 1
#b

!
%

m= 1
!
%

n= - %
sin

m#
b

y sin
m#
b

y#

[- k 1∃∃ ( a - x#- 2na)
2
+ ( z - z#) 2

( a - x#- 2 na) ∃∃

( a - x#- 2 na)
2
+ ( z - z#) 2

+

k 1∃∃ ( a + x#- 2na)
2
+ ( z - z#) 2

( a - x#- 2na ) ∃∃

( a + x#- 2na )
2
+ ( z - z#) 2

]

4I 0

# !
%

m#= 1, 3, 5, ∀

sin( m##y#/ b ) sin[ ∃∃( a - x#) ]
m#sh( ∃∃a)

! a( r# ) + D
4I 0

# !
%

m= 1, 3, 5, ∀

sin( m#y / b ) ∃∃
m sh( ∃∃a)

(22)

这里, K 1( r )是一级∋类修正贝塞尔函数。

2 结果讨论

结合实验研究的具体要求, 将入射光源作为复

函数,详细求解了光子密度波通过多散射介质扩散

方程,具体求出了光通量与多散射介质中吸收系数

改变量的关系式。所得结果对多散射介质中的成像

问题研究是十分重要的理论结果。根据所得的结

果,通过实验具体测出光通量并经反演计算可以得

到 ! a 的分布向量, 这就为图像处理成像问题提供

了最有效的基础。
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