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　　文章编号 : 100123806 (2002) 0220153203

厄米2双曲余弦2高斯光束的束腰宽度 3

　王　莉　王喜庆　　　　　　　　　　　　　　　　　吕百达　　　
(西南交通大学应用物理系 ,成都 ,610031) 　　(四川大学激光物理与化学研究所 ,成都 ,610064)

摘要 : 从二阶矩定义出发 ,推导出了厄米2双曲余弦2高斯光束束腰宽度的解析表达式 ,作为特例给出了厄米2
余弦2高斯光束、双曲余弦2高斯光束、余弦2高斯光束及厄米2高斯光束束腰宽度的表达式 ;进行了数值计算及分析。

关键词 : 厄米2双曲余弦2高斯光束 ;厄米2余弦2高斯光束 ;双曲余弦2高斯光束 ;余弦2高斯光束 ;束腰宽度
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Waist width of Hermite2cosh2Gaussian beams
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Abstract : Based on the second2order moment method ,the closed form expression of the waist width of Hermite2cosh2
Gaussian beams is derived. For example ,the closed form expressions of the waist width for Hermite2cosine2Gaussian ,cosh2
Gaussian ,cosine2Gaussian and Hermite2Gaussian beams are also provided. Numerical calculations are performed and the

results are analyzed.
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引　言

近年来 ,Carsperson 等人证明了厄米2正弦类2高
斯 ( HSG)光束是波动方程的一组解 ,并可在实验室

用正弦类2高斯切趾光阑或用带有变反射率镜的谐
振腔来产生该类光束[1～3 ]。这类光束包含了许多

光束。例如厄米2双曲余弦2高斯 ( HCh G)光束 ,厄米

2余弦2高斯 ( HCsG)光束 ,双曲余弦2高斯 (Ch G)光束

及余弦2高斯 (CsG)光束等等。对 HCh G光束、Ch G

光束及 CsG光束已经进行了广泛的研究[4～6 ] ,光束

在通过光学系统时不可避免地要受到光学器件的尺

寸限制 ,因此 ,对这类光束的束腰尺寸进行研究讨论

是有意义的。我们从二阶矩的定义出发 ,对 HCh G

光束的束腰进行了讨论 ,给出了 HCh G光束的束腰

宽度表达式 ,作为特例得到了 HCsG光束、CsG光

束、Ch G光束及厄米2高斯光束束腰宽度的表达式 ,

并作了数值计算和讨论。

1　理论推导

HCh G光束在 z = 0平面上的场分布为[2 ] :

E ( x ) = exp -
x 2

w 0
2 Hn 2

x
w 0

cosh (Ω0 x) (1)

式中 , w 0为高斯振幅分布的束腰宽度 , Hn 为 n 阶

厄米多项式 ,Ω0为与 cosh项相关的参数 ,cosh为双

曲余弦函数。双曲余弦函数可写为 :

cosh (Ω0 x) =
exp (Ω0 x) + exp ( - Ω0 x )

2
(2)

将 (2)式代入 (1)式整理得 :

E ( x ,0) =
1
2

exp
α2

4
Hn 2

x
w 0
×

exp -
x

w0
-
α
2

2

+ exp -
x

w0
+
α
2

2

(3)

式中 ,α = Ω0 w 0 是离心参数。在 z = 0 平面上

HCh G光束的光强为 :

I ( x ,0) = E ( x ,0) E 3 ( x ,0) (4)

将 (3)式代入 (4)式整理得 :

I ( x ,0) =
1
4

exp
α2

2
Hn

2 2
x

w 0
×

exp - 2
x

w0
-
α

2

2

+ exp - 2
x

w0
+
α

2

2

+
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2exp -
α2

2
exp - 2

x
w 0

2

(5)

由空间域的二阶矩定义[7 ] :

σ2
x =
∫
∞

- ∞
( x - x) 2 I ( x ,0) d x

∫
∞

- ∞
I ( x ,0) d x

(6)

式中 , x =∫
∞

- ∞
x I ( x ,0) d x∫

∞

- ∞
I ( x ,0) d x 为空间

域的一阶矩 ,由于 HCh G光束的对称性 , x = 0。将

(5)式代入 (6)式 , (6)式变为 :

σx
2 = ( F+ + F - + F0) / ( G+ + G - + G0) (7)

式中 ,
F±=∫

+∞

- ∞
x 2 Hn

2 2
x

w 0
×

exp - 2
x

w 0
±
α

2

2

d x (8)

F0 = 2exp -
α2

2 ∫
+∞

- ∞
x 2 Hn

2 2
x

w 0
×

exp - 2
x

w 0

2

d x (9)

G±=∫
+∞

- ∞
Hn

2 2
x

w 0
×

exp - 2
x

w 0
±
α

2

2

d x (10)

G0 = 2exp -
α2

2 ∫
+∞

- ∞
Hn

2 2
x

w 0
×

exp - 2
x

w 0

2

d x (11)

利用厄米多项式的递推公式 :

x Hn ( x ) =
1
2

Hn +1 ( x ) + n Hn - 1 ( x ) (12)

及积分公式[8 ] :

∫
∞

- ∞
exp [ - ( x - y) 2 ] Hm ( x ) Hn ( x ) d x =

2 n πm ! y n - mL n - m
m ( - 2 y2) 　m ≤ n (13)

∫
∞

- ∞
exp ( - x 2) Hm ( x ) Hn ( x ) d x =

0　　　　m ≠ n

2 n πn !　m = n
(14)

经复杂的运算 ,并整理 (8)式～ (11)式为 :

F±=
w 0

3

4 2
2 n π{ (2 n + 1 +α2) L n ( - α2) +

2 n !α2 [ L 2
n ( - α2) - L 1

n ( - α2) ]} (15)

　F0 =
w 3

0

2 2
2 n πexp -

α2

2
n !(2 n + 1) 　　(16)

G±=
w 0

4 2
2 n πL n ( - α2) (17)

G0 =
w 0

2 2
2 n πexp -

α2

2
n ! (18)

式中 , L l
n 及 L n 分别为缔合拉盖尔函数和拉盖尔函

数。

将 (15)式～ (18)式代入 (7)式 ,整理得 :

σx
2 =

w 0
2

4
{2 n + 1 +

α2 [ L n ( - α2) + 2 n !( L 2
n ( - α2) - L 1

n ( - α2) ) ]

L n ( - α2) + n !exp ( - α2/ 2)
}

(19)

(19)式即为 HCh G光束在 x 方向的空间二阶矩。

根据二阶矩定义的束腰宽度[9 ] :

w x = 2σx (20)

将 (19)式代入 (20)式得 :

w 0 x = w 0 2 n + 1 +
α2 [ L n ( - α2) + 2 n !( L 2

n ( - α2) - L 1
n ( - α2) ) ]

L n ( - α2) + n !exp ( - α2/ 2)
(21)

由 (21)式可以看出 , HCh G光束的束腰宽度与厄米

函数的阶数 n以及离心参数α有关 ,其变化关系难

于直接由 (21)式看出 ,但可根据后面的数值计算来

分析。

2　特　例

2 . 1　HCsG光束的束腰宽度

利用双曲余弦函数与余弦函数的关系 :

cosh (i x ) = cos ( x ) (22)

令 α = iβ (23)

将 (23)式代入 (1)式 ,得到 HCsG光束在 z = 0 平面

上的场分布 :

E( x) = exp -
x2

w0
2 Hn 2

x
w0

cos β
x

w0
(24)

式中 ,β称为调制参数[9 ]。将 (23)式代入 (21)式 ,即

得到 HCsG光束的束腰宽度 :

w 0 x = w 0 2 n + 1 +
- β2 [ L n (β2) + 2 n !( L 2

n (β2) - L 1
n (β2) ) ]

L n (β2) + n !exp (β2/ 2)
(25)

当 n = 1 ,2 ,3时 ,HCsG光束的束腰宽度分别为 :

451　 激　　光　　技　　术 2002年 4月



w 0 x = w 0 3 +
β4 - 3β2

1 + exp (β2/ 2) - β2 　　( n = 1) (26)

w 0 x = w 0 5 +
- β6 + 8β4 - 14β2

β4 - 4β2 + 2 + 2exp (β2/ 2)
　　( n = 2) (27)

w 0 x = w 0 7 +
β8 - 15β6 + 66β4 - 78β2

- β6 + 9β4 - 18β2 + 6 + 6exp (β2/ 2)
　　( n = 3) (28)

　　当β→∞时 ,由于 exp (β2/ 2)比β2 L n (β2)随β增大

而增大快得多 ,所以 ,当β→∞时 , w0 x →w0 2 n + 1 ,

即当β→∞时 ,HCsG光束的束腰宽度等于其对应的厄

米2高斯光束的束腰宽度。实际上并不需要β→∞,只

要β足够大就有 w0 x →w0 2 n + 1。

2 . 2　n = 1 ,2 ,3 时 , HChG光束的束腰宽度

(21)式给出的是具有广泛意义的 HCh G光束

的束腰宽度 ,当 n = 1 ,2 ,3 时 ,由 (21)式可以得到其

具体 HCh G光束的束腰宽度分别为 :

w 0 x = w 0 3 +
α4 + 3α2

α2 + 1 + exp ( - α2/ 2)
　　( n = 1) (29)

w 0 x = w 0 5 +
α6 + 8α4 + 14α2

α4 + 4α2 + 2 + 2exp ( - α2/ 2)
　　( n = 2) (30)

w 0 x = w 0 7 +
α8 + 15α6 + 66α4 + 78α2

α6 + 9α4 + 18α2 + 6 + 6exp ( - α2/ 2)
　　( n = 3) (31)

2 . 3　双曲余弦(余弦)2高斯光束的束腰宽度
令 n = 0 ,则 HCh G光束退化为 Ch G光束 ,由

(21)式得到双曲余弦2高斯光束的束腰宽度为 :

w 0 x = w 0 1 +
α2

1 + exp ( - α2/ 2)
(32)

　　在 (24)式中 ,令 n = 0 ,则 HCsG光束退化为余

弦2高斯光束 ,由 (25)式得到余弦2高斯光束的束腰

宽度为 :　 w 0 x = w 0 1 -
β2

1 + exp (β2/ 2)
(33)

2 . 4　厄米2高斯光束的束腰宽度
令 n = 0 ,α= 0 ,则 HCh G光束退化为厄米2高斯
光束 ,由 (21)式得到厄米2高斯光束的束腰宽度 :

w 0 x = w 0 2 n + 1 (34)

这一结果与文献[ 10 ]中 (3. 221)式完全相同。

3　数值计算与分析

图 1 是 HCh G光束束腰随离心参数α的变化

情况 ,其中 n = 0 表示 Ch G光束束腰随离心参数α

的变化情况。由图 1 可以看出 , HCh G光束的束腰

宽度是 HCh G光束的阶数 n、离心参数α和高斯光

束的束腰宽度 w 0 的函数 ,Ch G光束的束腰宽度是

离心参数α和高斯光束的束腰宽度 w 0 的函数 ,

HCh G光束和 Ch G光束的束腰宽度随离心参数α

和阶数 n的增大而增加。

图 2是 HCsG光束束腰随调制参数β的变化情

况 ,其中 n = 0表示 CsG光束束腰随调制参数β的

变化情况。由图 2 可以看出 , HCsG光束的束腰宽

度是 HCsG光束的阶数 n、调制参数β和高斯光束

的束腰宽度 w 0 的函数 ,CsG光束的束腰宽度是调

　　　

Fig. 1　The waist width of HCh G beams as a function of decentered

parameterα

Fig. 2　The waist width of HCsG beams as a function of modulated

parameterβ (下转第 149页)
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动物体 (如飞机等)上的安装位置。从应用角度看 ,

主要是提出角反射器的设计要求和安装要求。当满

足了提出的要求后 ,就可保证激光跟踪设备在规定

的移动范围内准确瞄准目标 ,也即保证回波概率。

(a)角反射器接收角的影响和选择 : 角反射器接收

角越大 ,跟踪设备瞄准目标的移动范围越大 ,即在目

标移动的大范围内也能保证足够高的回波概率 ,故

应选择大的接收角。但接收角过大将导致设计、制

造困难 ,成本增高。一般在满足目标运动范围要求

条件下 ,选择大的接收角。通常 ,角反射器阵列的接

收角可达到 ±75°左右。其它指标 :角反射器面积

(尺寸) 、反射率、反射波束角宽度也是应用中重要的

指标。限于篇幅 ,这里不作讨论。(b)角反射器安装

位置与方向 :角反射器在目标上的安装位置与目标

运动区域、跟踪设备的相互位置有关 ,若设计不当 ,

则跟踪设备瞄不准目标 ,就接收不到回波 ,回波概率

就无从谈起。安装设计考虑原则是 :目标在规定的

运动范围内 ,角反射器所处位置、方向 ,应使角反射

器 (阵列)的接收角能覆盖住跟踪设备。具体安装位

置、方向可按具体使用要求 ,几何关系计算得到。

2　某型号激光跟踪雷达试验结果

某型号激光跟踪雷达的研制过程中 ,成功的运

用了上述分析和系统设计方法。激光跟踪雷达具备

测距、测角功能 ,在红外分系统引导下 ,自动转入自

跟踪状态 ,跟踪体制上 ,采用单脉冲激光四象限跟

踪。激光跟踪雷达在室内、外场、海军试验靶场进行

了多次试验 ,部分试验结果为 : (1)对 3km 处烟囱

(直径约 2m) ,测量结果为 :随机角误差σA ≤6s ,回

波率 Pr≥98 %。(2)对 5km处靶标 (角反射器) ,测

量结果为 :随机角误差σA < 13. 6s ,回波率 Pr >

95 %。(3)对海面船只进行激光跟踪实验与测量 ,对

海船跟踪能长时间 (10min , f = 20Hz/ s ,40Hz/ s)稳

定跟踪目标 ,距离为 6～8km ,回波率 Pr > 98 % ,随

机角误差优于 11s。(4)对 5km 处和 21km 处靶标

(20cm2角反射器)做跟踪实验 ,能稳定跟踪靶标 ,角

误差为 13. 8s左右 , Pr优于 95 %。

3　结　论

(1)激光跟踪雷达多次试验结果验证了激光跟

踪雷达回波概率设计方法的正确性。(2)激光跟踪

雷达回波概率优于 95 %是可行的 ,激光主动跟踪技

术己趋于成熟 ,具备了向工程装备转化的条件 ,推广

应用前景是光明的。
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制参数β和高斯光束的束腰宽度 w 0 的函数 ,在调

制参数较小时 ,束腰宽度随调制参数的变化是非单

调的。当β值较大 (如 n = 0 ,β≥41825 , n = 1 ,β≥

6. 100 , n = 2 ,β≥6. 750 , n = 3 ,β≥7. 250)时 ,其束

腰宽度等于其同阶的厄米2高斯光束的束腰宽度。

4　结　论

从二阶矩定义出发 ,推导出了厄米2双曲余弦2
高斯光束束腰宽度的解析表达式 ,作为特例给出了

厄米2余弦2高斯光束、双曲余弦2高斯光束、余弦2高
斯光束及厄米2高斯光束束腰宽度的表达式。数值
计算表明 ,HCh G光束的束腰宽度是 HCh G光束的

阶数 n、离心参数α和高斯光束的束腰宽度 w 0 的

函数 ,Ch G光束的束腰宽度是离心参数α和高斯光

束的束腰宽度 w 0 的函数 ,就所计算的而言 , HCh G

光束和 Ch G光束的束腰宽度随离心参数和阶数 n

的增大而增加 ;对 HCsG光束和 CsG光束而言 ,在

调制参数较小时 ,束腰宽度随调制参数的变化是非
单调的。在调制参数较大时 , HCsG光束的束腰宽

度等于其同阶厄米2高斯光束的束腰宽度。我们虽
然得到的是二维的结果 ,但推广到三维情况是直截

了当的。
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