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  文章编号: 1001-3806( 2002) 02-0097-05

光波波前位错与相位间歇性 ) ) ) I结构理论*

张逸新  朱  拓  徐振源                   龚知本     

(无锡轻工大学计算科学与信息传播系, 无锡, 214036)   (中国科学院安徽光学精密机械研究所 ,合肥, 230031)

摘要: 综述了光学中波前位错和间歇问题的研究现状。其中包括随机介质中传播或被粗糙表面散射标量波

场的波前位错现象的概念、规律和研究方法, 以及大气自适应光学系统的相位间歇现像等理论与实验研究。
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Dislocation and branch point in optical front ) ) ) I structure theory
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Abstract: The recent developments on phase dislocation and branch point in optics are review ed. I t includes the

conception, law and study met hod of wave front dislocation in scalar w aves scattered by rough surface and propagate

t hrough random media and phenomena of the branch point in a daptive optics.
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引  言

自适应光学系统是纠正湍流大气引起光波相位

起伏的有效方法之一。然而, 随着自适应光学纠正

光波相位畸变方法研究的深入,人们发现,在自适应

补偿技术的波阵面探测中, 存在着所谓的/相位间

歇0现象, 由于/相位间歇0的出现使得波阵相位无法

精确确定, 从而导致自适应系统的畸变波纠正效率

受到较大的限制。故克服/相位间歇0效应是自适应

补偿技术发展中必须解决的问题。那么,这种/相位

间歇0性的规律和机制是什么,正是目前该领域正在

研究的课题。笔者从标量波传输波前位错和光波大

气传输时出现的/相位间歇0二个方面综合论述了当

前该方向的研究动态。

1  标量波波阵面位错研究

相位间歇性的概念最早是由英国学者 Nye 等

人[ 1]提出的。此现象是他们在研究冰面反射超声

回波的特性时发现的, 在实验中,他们发现经冰面反

射的回波的波阵面存在着类似于晶面位错的相位位

错线( dislocat ion) ,故称之为相位位错。

1. 1  波前位错概念

设某一给定点的波场可用复标量函数 u ( r
_
, t )

表示: u ( r
_
, t ) = A ( r

_
, t ) eis( r

_ , t)
(1)

式中, A ( r
_
, t )是振幅, 而 S ( r

_
, t ) 是相位。因为

u ( r
_
, t ) 是处处解析的, 所以, 相位 S ( r

_
, t ) 除了

u ( r
_
, t )= 0(即 A ( r

_
, t ) = 0)以外, S ( r

_
, t )是确定

的。为此定义复分布 u( r
_
, t )为 0的空间轨迹定义

为波前位错[ 2] , 换言之,波的振幅 A ( r
_
, t )为 0而 S

( r
_
, t )不确定的点构成的轨迹称为波前位错。我们

知道, 在某一给定时刻 t , 方程 Reu ( r
_
, t ) = 0 和

Imu ( r
_
, t )= 0定义的平面系在空间相交构成线系,

所以,位错系即是一个线系。随着时间演变,这些线

描出的面称为位错轨迹。

为讨论方便起见, 设波速为 c0的波在均匀和非

色散介质中传播, 其满足的波动方程为:

c0
2¨2

u = 52
u/ 5 t 2 ( 2)

  上式最简单的位错波解为[ 1] :

u ( x , y , z , tc) = A 0{ B( k 0x - X0 tc) + ik0 y } @
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exp[ i( k0 x - X0 tc) ] ( 3)

式中, k 0= X0/ c0, A 0 和 B是实常数。平行于 oz 的

位错线在 t = t 0 时刻到达原点 o , tc是新零点记时

点: tc= t- t 0。

比较( 3)式和( 1)式可得出位错位相:

S = k0 x - X0 tc+ tan- 1 k0 y

B( k 0 x - X0 tc)
( 4)

式中, tan- 1是{ B( k0 x - X0 tc) + ik 0y }的变量, 可在

四个象限内的任一个象限内取值。在下面处理中,

把 S 看作为连续多值函数。图1表示 tc= 0处的等

相线; 随着时间推移, 图形平行于 ox 以速率平移,

并且 c0和相位符号不变。

具有位错结构的波阵面可以用 3种不同尺度的

结构描述。第 1种结构为核结构(图 1b) ,它是由接

近于原点 o 的和由 tan- 1( y / Bx )描述的径向射线型

等相线构成。除 B= 1外, 此类等相线的相位随极

角不均匀单调变化, 并且以 2P的分辨率增加或减

小。第 2类结构为局地结构。这类结构由略偏离原

点的曲线型等相线构成(图 1 c) , 由此图可以看到,

除了沿正或负轴的直线以外, 等相线是由向下弯曲

的曲线构成的。第 3 类结构称为波结构, 这是一种

大尺度结构(图 1a)。由图可看到,起始且沿- oy 轴

的直线型相线( 3P/ 2)构成用晶体学术语命名的/超

半平面0, 同时, 也可以看到起始且沿 oy 轴的等相线

通过相位鞍点 S 点。特别有意义的是这两类直相

线通过原点 o ,它们与通过 o 点的相线重合,此结论

可以在反正切为 0的条件下得出, 换言之,这些相线

的方向表示了无位错波 exp[ i ( k 0x - X0 tc) ]的方

向。

图 1  当 tc= 0时的等相线

a) 大尺度结构  b ) 核结构  c) 局地结构

因为( 3)式中的扰动的幅度随着偏离原点 o 的

距离的增加而无限制的线性增加,故所描述的结构

虽然是波动方程的精确解, 但是应看作是物理波的

局域近似。Nye和Berry
[ 1]
从理论上在 exp[ i( k 0 x -

X0 tc) ]线性调制因子中引入非线性项, 此结果不仅

反映了各个位错线的爬行和滑移, 并且描述了不同

位错线间相互作用,这些位错可以相互碰撞,重新组

合或相互消失或成对产生。

1. 2  波前位错一般理论

一般情况下, 位错场可以表达为:

u( r
_
, tc) = A ( r

_
, tc) exp[ iS ( r_ , tc) ] (5)

设 A ( 0, 0) = 0,且在位错轨迹上选择任意起始点 o,

设位错线 t= t 0在通过 o 点且 tc= 0。类似于( 3)式

可以把上式表示为:

u ( r
_
, tc) = F ( r

_
, tc) exp[ i( k

_
m # r

_
- X0 tc) ] (6)

式中, F ( r
_
, tc)是平面波的权重函数,它是一个复函

数。为了确保函数的单值性,利用接近 o 点时相位

S ( r
_
, tc)的时间和空间变化率有限这一特点,定义平

面波波矢 k
_
m 和频率X0。在 o 点相位S 本身是不确

定的,但是波阵面当通过 o 点一次产生P相位跳跃,

不过其在接近零的变化率是确定的。进一步设定 r
_

= 0和 tcy 0时- 5 S /5 tc的极限为 X0。

在选择坐标系 oxy z 中,设 oz 轴与位错线相切,

oy 轴正交于位错轨迹,那么 k
_
m 定义了一个矢量其

x , y , z 分量为

kx = li m
x y 0

5S
5x y= z= 0

, ky = li m
y y 0

5 S
5y x= z = 0

,

kz = lim
z y 0

5 S
5 z x = y= 0

( 7)

在 tc= 0处, 上述极限与3个轴的方向近似一致。S

在 o 点处的极限值表示此值与其所接近方向的选

择有关。而所定义的平面波 exp[ i( k
_
m# r

_
- X0 tc) ]

不再是波动方程的解, 因为其不是以速度 c0移动。

当两条位错线之间的相位在时空或空间上变化

的量级是 2P的整数倍时, 这种位错称之为/孤立0位
错。如果两位错线在空-时距离上相距较远, 同时,

对 F( r
_
, tc)作线性近似则可以给出波结构的合适关

系
[ 1]
。仅考虑空间位置变化,对于两个滑移位错而

言,这种波结构可以写成:

u = { Ak 0y + k 0
2
y

2+ iB ( k0 x - X0 tc) + ik 0 x } @

exp[ i( k 0x - X0 tc) ] (8)

  取 tc= 0,则位错线位于( 0, 0)和( 0, - A / k 0)。

随着 A y 0, 位错线相互靠近, 由此可以认为, 当 A

= 0时两个位错线重合; 而 a = 0, tc= 0和 x= 0时,

因 F 的线性近似为 Ak 0y+ k 0
2
y
2
而失效。在 A m 1

的极限下,线性近似较好地表示了等相结构。

1. 3  位错种类

方程( 8)中的相位为:

S ( r
_
, tc) = kxx + kyy + kzz - X0 tc+

98 激   光   技   术 2002 年 4 月



tan- 1 b( x - Mtc) + dy
a( x - Mtc) + cy

( 9)

在 tc= 0, z = 0处,核结构为:

S = tan- 1
{ ( bx + dy ) / ( ax + cy ) } (10)

其决定了 S 增加时的旋度。在右手系中
a c

b d
行

列式的正与负决定了沿 oz 轴的顺时还是逆时旋度。

类似于轴矢量, 旋度与所选定轴无关,只要位错不退

化,旋度是守恒的。

图 2  纯刃与纯螺旋位错

a) 纯刃位错  b ) 纯螺旋位错

S ( r
_
, tc)

仅有的 z 相

关量是 kzz ,

如果 kz X 0,

k zz 增加的方

向和旋度决

定了空间螺

旋性。从 一

般意义上来

说,除了 k z= 0,位错是左旋或右旋的。假使在 ( 8)

式中取 kz = 0, 则得出纯刃型位错(见图 2a) ;而取 kz

= ? | k
_
m | ,则位错称为纯螺位错(见图 2b)。不确定

情况称为混合刃和螺位错。所以 kz k
_
m 是位错

旋度 k
_
m 的量度。方向与晶体学中 Burgers 矢量的

方向类似。纯刃和纯螺型的位错对应于 k
_
m 正交和

平行于位错线。

1. 4  位错强度[2]

如前所述, 波前位错与( r
_
, t )空间满足A ( r

_
, tc)

的相联系, 因此,在 t 确定的二维空间( x , y )内波前

位错是二维奇异点, 而在( x , y , z )三维空间它们是

奇异线。

位错奇异性具有如下特征,当通过围绕位错封

闭路径一周,相位改变 2Pn。n 是整数被定义为位

错强度。为说明这一点, 设 u( r
_
, tc)是时-空坐标到

复平面的映像。位错映射为原点。在时-空图中的

封闭曲线C 映射为复平面内的C 闭合曲线。Cc将

绕原点整数次, 这是一个单位为 2P的数, C 连续变

化则Cc也是连续变化的。由 Cc,绕原点绕行产生的

倍数仅当 Cc包含原点时才改变, 即 C 通过位错波

前。如果限制回路不与位错相交,那么所有拓扑等

价回路 C 的值n 相同。因此,位错强度 n 是拓扑不

变量。

可以证明位错没有端点, 理由是: 如果时-空空

间内回路没有通过位错点或线, 则其不收缩于位错

点,这意味着虚回路 Cc收缩于非原点。所以, 位错

形成闭合回路。假如 Cc绕位于原点的极点( 1/ u ) n

次等价于C 绕位错点一次,那么位错强度定义为:

图 3  通过一组波前的路径

1
2PiR

Cc

d u( r
_

, tc)
u ( r

_
, tc)

( 11)

波通过二个依次排列同态

波前, 波函数相位增加

2P,所以沿某一路径 P 运

动,相位改变 2mP, 则必然通过 m 个波前, 如图 3,

m= 3。假使路径是闭合的, 例如图 3中的 Q 路径,

则路径必然通过 m 个波前。所以有位错强度 n 与

m 个波前的刃。

1. 5  标量波波阵面位错研究现状

随着 Nye等人[ 1, 2]波相位位错概念的提出, 各

国学者对此问题进行了大量的研究而逐步形成了奇

点光学分支[ 1~ 17]。其中 Freund通过一系列论文对

此进行了深入分析, 内容涉及光波前位错的定位[ 3]

(由于光波波前在复平面内随光波传播是旋转的,所

以也常称光学波前位错的/光学涡0) ,高斯型随机光

波场的光学涡统计概率密度
[ 4]

; 高随机度介质中传

输光波的波前位错分布网络[ 5]和相图( phase map)

上位错的/正0和/ 负0拓朴荷的定义[ 5]和相关性研

究[ 6]等。Conllet 等人[ 9, 10]从理论和实验上研究了

计算机合成全息衍射场和非线性二次谐波的螺位

错。Nye等人研究了偏振光的位错结构[ 11] , M asaja-

da等人[ 12] 研究了二维衍射场的位相奇点规律,

Berry
[ 13]
研究了高斯分布不相干和准单色波的位错

分布。指出散斑光场的振幅极大, 极小及鞍点是波

场梯度的拓扑奇点[ 14]。Baranova等人[ 15]从理论和

实验中研究了光学自适应补偿过程中存在的位错现

象,指出存在波前位错的光波使得柔性自适应镜不

能产生理想共轭波; Scivier采用多维 Fourier 变换研

究了多维带限函数的零点和相位不确定规律,用相

位间歇性( branch cut )的概念描述位错现象。An-

gelsay 等[ 16]则从概念上指出两束波前光滑的简单

波干涉也会产生螺位错, 位错发生在等振幅波干涉

极小和两光束交叉线处。Aksenou 等人[ 17]则从理

论上指出可以通过测量光强分布束测量相位奇异点

和潜在相位,达到确定螺位错中心位置的目的。

2  湍流大气中传输光波的相位间歇性

从上节的讨论可以知道, 光波在随机介质中传

播,被粗糙界面反射, 干涉等都会产生波前位错现

象。湍流大气也是一种随机介质, 光波通过湍流大
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气传播时一定也会存在波前位错现象[ 18] , Fried 称

之为 branch cut[ 19] ,下面讨论中也称之为相位间歇。

为了分析讨论的方便,下面先定义两个术语: 定

义孤立零振幅点的螺位错类相位奇点为单涡旋, 而

对于成对出现的零振幅点的涡旋,它具有相反拓朴

荷的性质[ 7] , 它们产生的总体相位奇点类似于两个

负号相反相距一定距离的单涡旋的叠加, 这类奇点

定义为相位间歇点。

在相位间歇问题的研究中,人们常在( 1)连续变

量形式; ( 2)采样空间形式; ( 3)采样空间矩阵形式等

3种不同的表示形式中研究同一个问题。假设f ( Q
_
)

表示位置 Q
_
处的某一物理量, Q

_
= ( x , y ) , 则在采样

空间表示形式中, 采用位于 Q
_
p , q位置的 f ( Q

_
p , q )表

示连续形式 f ( Q
_
) , Q

_
p , q表示二维均匀采样点阵, 其

有 x 和y 方向的位置分量,采样点元数为( p , q ) @

d , p 和 q 是整数, d 是采样点间距。至于如果用采

样点阵来表示则把 f ( Q
_
p , q)记为 f 。应该注意 f 是

这些值的列矩阵列或行矩阵列。这些矩阵元的矩对

应于采样空间表示形式中的 f ( Q
_
p , q )值。假定被采

样值 f ( Q
_
p , q )是矢量(具有两个或 3个分量) , 每个

分量可分解为列矩阵或行矩阵 f。因此如果采样空

间有 N
2 个样品点和 f ( Q

_
p , q)是二维矢量,那么列矩

阵 f 有 2N
2
个元。

设 u ( Q
_
) , u( Q

_
p , q)和 u 分别为被湍流大气干扰

的场, S ( Q
_
) , S ( Q

_
p , q )和 S 分别表示此场相位的主

值。它们分别由下列方程定义:

S ( Q
_
) = tan

- 1 Im [ u( Q
_
) ]

Re[ u ( Q
_
) ]

S ( Q
_
p , q) = tan- 1 Im [ u( Q

_
p , q) ]

Re[ u ( Q
_
p , q ) ]

(12)

上式由 tan- 1得出的相位值限于- P到 P的主值区。

列矩阵 S 的值等于相对应的S ( Q
_
p , q )。

我们希望至少在采样误差范围内 f ( Q
_
) ,

f ( Q
_
p , q)和 f 的数值是相等的, 为了在相位差测量

中达到此目的,采用主值相位梯度的概念,并用二维

矢量 Q
_
( Q
_
)和 g

_
( Q
_
p , q)矩阵形式表示,用 g 表示标量

分量的列矩阵, 每一个标量分量等于 g
_
( Q

_
p , q)元的

x 或 y 分量。应该注意,因 g
_
( Q

_
p , q)是二元矢量,而

S ( Q
_
p , q)是标量,故列矩阵 g 的 U( Qp , q)元数通常是列

矩阵 S 的两倍。用采样表示形式, 梯度主值由下列

方程定义:

g
_
( Q
_
p , q ) =

p { S ( Q
_
p+ 1, q) - S ( Q

_
p , q ) }

d
x̂ +

p { S ( Q
_
p , q+ 1) - S ( Q

_
p , q) }

d
ŷ (13)

式中, p [ ,]表示主值, 如用连续变量形式表示, 则

记为: g
_
( Q

_
) = lim

Dy 0

p [ S ( Q
_
+ ẑD) - S ( Q

_
) ]

D x̂ +

lim
Dy 0

Q[ S ( Q
_
+ ŷD) - S ( Q

_
) ]

D
ŷ (14)

上式之所以采用 Dy 0的极限形式是由于波前存在

branch point ,所以无法定义 S ( Q
_
)使其在每一点都

连续。此外( 13)式采用主值的目的是使理论计算值

与实际测量值相一致。如果自适应波前传感器作为

剪切干涉仪,则可用下列方程计算主值相位梯度:

g
_
(Q
_
p, q) = d

- 1 tan- 1
Im{ u[ ( p + 1)d, qd] u*

( pd, qd) }

Re{ u[ (p + 1) d, qd] u* ( pd, qd)}
x̂ + d

- 1 tan- 1 Im{ u[ pd, ( q+ 1) d] u* ( pd, qd)}

Re{ u[ pd, ( q+ 1) d] u* (pd, qd)}
ŷ (15)

与( 14)式对应的连续变量形式方程可写为:

g
_
( Q
_
) = lim

Dy 0
D- 1tan- 1 Im{ u ( Q

_
+ l

_
xD) u

*
( Q
_
) }

Re{ u( Q
_
+ l

_
xD) u

*
( Q
_
) }

x̂ + lim
Dy 0

D- 1tan- 1 Im{ u ( Q
y
+ lyD) u

*
( Q

_
) }

Re{ u( Q
_
+ lyD) u

*
( Q

_
) }

ŷ (16)

如前面的分析, 假使光场存在 branch point, 那么绕

间歇点轨道上主值梯度值的和等于 ? 2P。如用采样

空间表达法,则可记为:

g
_
( Q
_
p , q) # x̂d + g

_
( Q

_
p+ 1, q ) # ŷd - g

_
( Q
_
p , q+ 1) #

x̂ d - g
_
( Q
_
p , q ) ŷd =

? 2P

0
( 17)

与( 17)式对应的围路由角点位置为 Q
_
p , q , Q

_
p+ 1, q ,

Q
_
p , q+ 1和 Q

_
p , q+ 1的矩形构成。式中的/ - 0号是考虑

到沿矩形移动的方向逆 x̂ 到 ŷ 而引入的。用连续

空间表示法,则

Rc
dNt

_
( N) # g

_
[ Q

_
( N) ] =

? 2P

0
( 18)

式中, N定义为轨道C 上位置 Q
_
( N)的参量, t

_
( N)是

回路的单位切向矢量。 t
_
( N)dN对应于回路上N到N

+ dN区间的长度。

在自适应光学中通常用最小的均方误差波前重

构器,此最小均方误差波前重构器通常是矩阵算子

R,此算子乘于测量主值梯度列矩阵 g 得出重构相

位,把它记为  S lmse= Rg ( 19)

用空间采样形式表示时, 把 S lmse记为 S lmse ( Q
_
p , q) ,
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而其连续函数表示形式为 S lmse( Q
_
p , q )。

  重构算子矩阵R由下列方程得出

R= ( #T #) - 1 #T (20)

#是一个把相位值的列矩阵转换为相位差值列矩

阵的矩阵。这里相位差是邻域位置点之间的相位

差。邻域位置点的意思是沿 x 轴和 y 轴采样形成

的空间点偶。矩阵 # 不仅给出了相位间差值, 而且

得出相位差除以相应邻域位置间距 d 的值,用采样

的观点即得出相位的导数。因此, # 可以认为是一

个梯度算子。

由积分 stoke. s定理, 方程( 18)写为:

Q
d

c
Q
_
ẑ # ¨@ g

_
( Q
_
) =

? 2P 含间歇点

0 不含间歇点
( 21)

由上式 g
_
( Q
_
)的旋度不为 0表示存在着相位间歇现

象。设积分环路包含区域足够小,在环路内只有单

个间歇点, 则积分可以用中心位于间歇点 Q
_
bp 的

Dirac delta函数表示, 那么:

ẑ # ¨@ g
_
( Q
_
) = ? 2PD( Q

_
- Q

_
bp ) (22)

  考虑到梯度的旋度等于 0,故 g
_
( Q
_
)不能简单认

为是某一标量函数的梯度,即矢量函数 g
_
( Q
_
)不等于

标量势函数的梯度。但可把矢量函数 g
_
( Q

_
)表示为

标量势的梯度与矢势 H( Q
_
)的旋度之和,即[ 19] :

g
_
( Q
_
) = ¨5 ( Q_ + ¨@ H( Q

_
) (23)

  因为 g
_
( Q
_
)只有两个平行与 x 和 y 轴的分量,

所以矢势 H ( Q
_
)只有 z 分量,即:

H( Q
_
) = [ 0, 0, h ( Q

_
) ] (24)

H ( Q
_
)称为Hertz势, h( Q

_
)称为 Hertz函数。

考虑( 23)式和( 22)式,并利用矢量理论, 可得:

¨2
h ( Q

_
) = º2PD( Q

_
- Q

_
bp ) (25)

  不失一般性,设间歇点位于原点, 即设 Q
_
bp = 0,

由此假定我们认为方程( 26)式的解为:

h ( Q
_
) = ºlog ( Q) (26)

式中, r = | Q
_
|。把( 26)式代入( 25)式,易证( 26)式

是( 25)式的解[ 18]。根据间歇点是相位奇点的数学

要求, 可进一步证明解在接近间歇点邻域具有 delta

类函数的性质[ 18]。作为推广把( 26)式推广为:

h( Q
_
) = ºlog( | Q

_
- Q

_
bp | ) (27)

  注意到在采样空间表达时, # 可看作梯度算子

的采样数据近似, 所以 #T 可看作散度算子的采样

数据近似。由( 19)式和 ( 20)式, 以及考虑到旋度的

散度处处为0,故可以认为矢量势 H ( Q
_
)对波前重构

无贡献,因此,最小均方误差重构相位 S lmse( Q
_
p , q)等

于标量势 5( Q
_
)。

虽然矢量势对重构相位 S lmse( Q
_
p , q )没有贡献,

我们仍把它看作光场 u ( r
_
)的相位 S ( Q

_
)的一个部

分[ 19] ,理由是它是相位梯度 g
_
( Q
_
)的一部分, 相位梯

度 g
_
( Q
_
)的这一部分可认为是由 u ( Q

_
)或 S ( Q

_
)直接

得出的。所以,由此可得出结论与 u( Q
_
)相应 S ( Q

_
)

的这一部分对应于最小均方误差重构算子 R而言

是/不可见0的。Fried
[ 19]
称此相位为/隐蔽0相位,并

定义为形变光场 u ( Q
_
)的相位 S ( Q

_
)与最小均方误

差重构相位 S lmse ( Q
_
)的差。记/隐蔽0相位为 Shid

( Q
_
) ,即 S hid( Q

_
)= S ( Q

_
)- S lmse( Q

_
)用采样空间表示

法为 Shid( Q
_
p , q) , 矩阵表示法则为 Shid。

/隐蔽0相位值的得出十分简单。由于最小均方

误差重构相位与标量势相关,因此,重构相位的梯度

等于标量势的梯度,那么/隐蔽0相位的梯度与矢势
的旋度相关连。考虑到 Hertz势的旋度, 隐蔽相位

对 x 的导数等于Hertz函数对 y 的导数和隐蔽相位

对 y 的导数等于 Hertz 函数对 x 的导数。由

Cauchy-Riemamn条件,形式上隐蔽相位是解析函数

的虚部, 而是解析函数的负实部。前面我们曾指出

Hertz函数是到达间歇点距离的自然对数,那么如果

间歇点位于( x bp , ybp ) , 解析函数是( x - x bp ) + i ( y

- y bp )自然对数的负或正值,而隐蔽相位是此函数

的虚部。详细理论研究结果见下期的第 Ò 部分。
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