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快速汉克尔变换在光传输中的应用*

罗时荣  吕百达

(四川大学激光物理与化学研究所, 成都, 610064 )

摘要: 在对各种快速汉克尔变换( FHT)算法分析的基础上, 采用准离散汉克尔变换( QDHT)来

研究光束在含有空间滤波器的多程激光放大系统中的传输问题。数值计算例表明, 用快速汉克尔

变换来模拟柱对称大型高功率激光放大系统中的光传输时, 是一种非常有用的、快速的算法。

关键词: 快速汉克尔变换  准离散汉克尔变换  光束传输  柱对称

Application of the fast Hankel transformation to the beam propagation

Luo Shirong , L�Baida

( Institute of Laser Physics & Chemistry, Sichuan University, Chengdu, 610064)

Abstract: On the basis of the analysis of various fast Hankel transformation( FHT) algor ithms, the quas-i

discrete Hankel transformation( QDHT) is chosen to study the beam propagation through mult-i pass laser amplif-i

er system containing a spatial filter. Numerical examples show that FHT is a useful fast algorithm to simulate the

beam propagation through a large high power laser amplifier system with cylindrical symmetry.

Key words: fast Hankel transformation( FHT )  quas-i discrete Hankel transformation( QDHT )  beam

propagation  cylindrical symmetry

引    言

快速傅里叶变换(FFT)因能节约大量的机时, 已被广泛用于研究大型光学系统中光的传

输变换。但将 FFT 直接用于柱对称光学系统中(例如, 含有圆孔光阑的空间滤波器)时会遇到

困难。在旋转对称光学系统中的衍射积分可用汉克尔变换来描述, 类似于 FFT,数学家和物理

学家已发展了一些快速汉克尔变换( FHT)的方法。目前,主要的方法有: ( 1)准快速汉克尔变

换( QFHT) [ 1]。这种方法的核心是对汉克尔变换中的变量作非线性 Gardner 变换, 将汉克尔变

换表示为二函数的互相关积分,再利用 FFT 作计算。QFHT 不仅能提高计算速度,也可节约大

量内存,但利用 QFHT 必须进行的低端校正不利于连续使用。( 2)投影法[ 2, 3]和Abel[ 4]变换法。

这类方法的特点把汉克尔变换认为是二维函数在 x 方向投影的傅氏变换,这样就可利用 FFT

作计算,该方法因既不能节约机时,也很复杂,未被推广使用。( 3)二维快速汉克尔变换[ 5]。该

方法的基本思想是将汉克尔变换表示为圆对称函数的二维傅氏变换,并对入射分布进行半整

数抽样,使抽样矩阵的对称性得到提高, 利用该对称性,使计算的点数大为减小。该方法可以

满足二维输出数据的需要,但对柱对称光学系统中的光传输问题的研究,并不需要二维数据输

出,此时没必要用这样复杂的算法。从前面的讨论可知,前面3类算法都是基于离散傅氏变换

( DFT ) , 而 DFT 只 是计 算 傅 氏 变 换 的 一种 巧 妙 算 法, 在傅 氏 变 换 不 存 在 的
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地方, DFT 也存在,因此, 在用 DFT 来处理物理问题时, 为了减小计算误差, 常需要人为地设立

所谓的保护带。( 4)准离散汉克尔变换( QDHT) [ 6]。这种算法是计算汉克尔变换的一种有效的

快速算法。我们将采用QDHT 来研究高功率激光放大系统中的光传输问题, 并以数值计算来

说明这种方法的应用。

1  准离散汉克尔变换方法概要

汉克尔变换和反汉克尔变换分别定义为[ 6] :

f 2( r 2) = 2PQ
]

0
f 1( r 1) J0( 2Pr 1r 2) r 1dr 1 ( 1)

f 1( r 1) = 2PQ
]

0
f 2( r 2) J0( 2Pr 1r 2) r 2dr 2 ( 2)

式中, J0 是零阶贝塞尔函数。将( 1)式和( 2)式中的 f 1( r 1)和 f 2( r 2)展为零阶贝塞尔函数序列,

并定义新函数: F 1( n ) = f 1( j n/ 2PR2) | J
- 1
1 ( jn ) | R1 ( 3)

F 2( m ) = f 2( jm / 2PR 1) | J
- 1
1 ( jm) | R 2 ( 4)

式中, jm / 2PR1= r 2, jn/ 2PR2= r1, jm 和 jn 都是零阶贝塞尔函数的正根, J1 是一阶贝塞尔函数。

当考虑到 f 1( r 1)和 f 2( r 2)分布在有限的范围(例如,对应于在光学问题中有光阑限制情况) ,即

r 1 [ R 1, r 2 [ R 2, ( 1)式和( 2)式可简化为:

F2(m ) = E
N

n = 1

CmnF1( n) (5)

F1( n) = E
N

n = 1
CmnF2(m ) (6)

Cmn
2
S
J0

jnjm
S

| J- 11 ( j n) | | J
- 1
1 ( jm) | (7)

Cmn是一个N @ N 矩阵C 的矩阵元, S = 2PR1R2。当 S= jN+ 1, N 较大时, C
k
( k 为偶数)可近似

认为是一个单位矩阵,且随着 N 的增加, Ck 与单位矩阵更加接近,这在数学上意味着当 S =

jN + 1且N 较大时,对一函数进行偶数次的QDHT 可得到函数本身,所以,该计算方法是自洽的。

此时有:
Cmn =

2
jN+ 1

J0
jnjm
S

| J
- 1
1 ( j n) | | J

- 1
1 ( j m) | (8)

2  用 QDHT计算激光在高功率激光放大系统中的传输

初始场分布为 E ( r0, z= 0)的光束通过用
A B

C D
矩阵表示的近轴光学系统的传输公式

在柱坐标系下可表示为[ 7] :

E ( r , z ) =
ik
BQ

R

0
E( r 0, 0) J0

krr 0
B

exp
- ik ( Ar20+ Dr

2)

2B
r 0dr 0 ( 9)

式中, R 为光阑半径。为了利用QDHT 方法进行计算,应将( 9)式变形为:

E ( r , z ) = 2PQ
R

0

i
KB
exp

- ik ( Ar 20+ Dr
2)

2B
E( r 0, 0) J0

krr 0
B

r 0dr 0 ( 10)

比较( 10)式和( 1)式可知, 求解光束通过一 ABCD 光学系统的场分布,可通过将入射场E( r 0, 0)
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乘上一因子 iexp[- ik ( Ar20+ Dr
2) / 2B ] / KB 后进行汉克尔变换,这样,我们就可利用QDHT 求解

光束在光学系统中的传输。

在集中损耗近似下, 脉冲激光放大器的能量密度和增益的递推公式为[ 7] :

J k+ 1 = TJ sln{ Gk [ exp( Jk / J s) - 1] + 1} ( 11)

Gk+ 1 = Gkexp( pJ k / J s ) / { 1 + Gk [ exp( Jk / J s) - 1] } p (12)

式中, k 为激光在介质中传输的程数, p 为描述多程放大增益恢复程度的参数, 称为恢复系数,

Jk , Jk+ 1分别是第 k, k+ 1程的能量密度分布函数, J s 是饱和能量密度, Gk , Gk+ 1分别是第 k 程

和 k+ 1程的小信号增益, T= exp( - AL )是集中损耗因子, A是单程损耗系数, L 是介质长度,

对于初始增益系数为 g0( x , y , z )的介质,第 1程小信号增益为:

G1( x , y , L ) = exp[Q
L

0
g0( x , y , z )dz ] (13)

Fig. 1  Schematic illustration of a two-pass ampl if ier system

B ) pinhole M 1,M2 ) mirrors  F1, F2, F3 ) lenses  A ) aperture

  光束在图 1所示的含有一个空

间滤波器的双程激光放大系统(该系

统是激光聚变驱动器主放大系统中

的一个典型的构型)中的传输, 实际

上包含了由( 10)式所描述的光束在

ABCD 系统(例如空间滤波器)中的

衍射传输和由( 11)式, ( 12)式所表示

的激光在多程放大器中的放大。我

们用 QDHT 法和梯形积分法分别编

制了程序,并作了数值计算和比较,

典型结果如图 2 所示。在入射光

  

Fig. 2  The initial intensity dist ribution( , ,) of a super-Gaussian beam( N= 5) and out-

put intensity distribut ion( ) ) ) ) in passage through a two pass ampl if ier system  

a) R = 2R0  b ) R = 6R0

束和系统参数相同的情况

下, 两种方法所得结果是

一致的, 但 QDHT 法比梯

形积分法快得多(例如用

奔月 233M对图 2a实线所

示的光强分布作计算, 用

QDHT 只需 4s, 而用梯形

积分法所用的时间为

50s)。图 2给出了束腰半

径w 0= 1. 5cm的 5阶超高

斯光束通过满足像传递条

件的光学系统后, 在输出

面( l 3= 4m)上的光强分布。计算所使用的参数为: 放大介质的长度L = 25cm, 饱和能量密度

J s= 2. 7J/ cm2,损耗系数A= 0. 5% cm- 1, 小信号增益系数g0= 0. 05cm- 1, 恢复系数p= 0. 5。激

光波长K= 1. 05Lm, 透镜焦距f 1= f 2= f 3= 4m, l 1= l 2= l 3= 4m, 入射光阑半径为 2cm,滤波小孔

半径分别是R= 2R0和R= 6R 0(其中, R0= 180Lm是空间滤波器的傅里叶变换面上光强分布的

中心亮斑半径)。为了说明问题,图 2中也给出了入射光强分布(如虚线所示)。
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分析图2可知,对于满足像传递的系统,输入脉冲形状一定时, 输出脉冲空间光强分布与

放大器的增益分布和滤波小孔半径有关。对于增益均匀分布、小信号工作时,输出脉冲的空间

形状主要由滤波小孔大小确定,放大器的作用只是使空间光强得到放大,而空间滤波器的作用

是在其傅氏变换面上,用滤波小孔滤除入射光束中的高频分量, 当透镜焦距为 f 时, 半径为 R

的滤波小孔所对应的截止频率为M= 2PR / Kf [ 8] , 图 2a、图 2b 中的空间截止频率 M分别为

5. 39cm- 1, 16. 16cm- 1。比较图 2a、图 2b可知,激光在满足像传递条件、包含有空间滤波器的双

程放大系统中传输, 当滤波小孔的半径较大(对应的空间截止频率较高)时, 例如当R= 6R 0,

M= 16. 16cm
- 1
, 将保持空间形状不变(如图 2b所示) ,而当滤波小孔的半径较小(对应的空间截

止频率较低)时,激光在该系统中传输时,将不能保持空间形状不变(如图 2a 所示) , 这是因为

较小的滤波小孔所引起衍射的结果,所以,滤波小孔的合理选择在高功率激光放大系统设计中

是十分重要的。

3  结    论

汉克尔变换在物理学中广泛存在,当离散点数目 N 较大、汉克尔变换和反汉克尔变换的

截止半径 R1, R 2和 2P的乘积等于零阶贝塞尔函数的第( N + 1)阶正零点时, 可用 QDHT 方法

快速、精确地计算汉克尔变换, 并且在计算过程中不需要人为地设立保护带。虽然用QDHT方

法计算汉克尔变换有快速、精确和方便的优点,但也有其不足的方面,如不能解决轴上点的汉

克尔变换问题, 所幸的是物理上的量在局域上是连续的,可通过对离轴最近的几个点的汉克尔

变换值的分析得出轴上点的汉克尔变换值。我们以包括有空间滤波器的高功率激光多程放大

系统为例, 首次将QDHT 用于研究这类光学系统中的光传输问题,得到了与传统算法一致的计

算结果,但比传统算法大大地节约了机时,从而为这类柱对称大型强激光系统(例如,采用圆孔

光阑、圆形激光介质的惯性约束聚变激光驱动器等)中的光传输提供了一种快速算法, 使之在

微机上可以实现对柱对称激光驱动器的模拟,现已用于这类系统的光传输计算,具有重要的实

际应用意义。
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