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相对论电子沟道辐射产生 FEL的可行性分析

冯建辉  祝家清  刘圣广  姜孟瑞

(华中师范大学物理系,武汉, 430079)

摘要: 采用连续介质模型,研究了电子在晶片中的单粒子运动轨迹和稳定性条件。导出了晶

片中相对论电子的自发辐射谱分布,证实了晶片中相对论沟道电子产生相干辐射的可能性。
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Analysis of feasibility of a FEL operation by radiation from

relativistic electrons channeled tal in a crystal slab

Feng Jianhui , Zhu Jiaqing , L iu Shengguang, J iang M engrui

( Depar tment of Physics, Central China Normal University, Wuhan, 430079)

Abstract: I n this paper, w e study the single-part icel trajectories and stable condition of relativ istic

electrons in a crystal slab, using the continum model proposed by Gemmell D. S. T he angular spectrum

of spontaneous emission from relativist ic electrons in a cr ystal is der ived, and the result shows that the

coher ent radiation from relativistic electrons channeled in a crystal is possible.
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引    言

获取短波长自由电子激光是研究自由电子激光的重要课题之一。根据共振关系 K=

Kw ( 1+ 2 a
2
w) / 2C

2[ 1]
可知,自由电子激光波长 K,由泵浦场周期长度 Kw ,泵浦场强度 aw 以及电

子束能量 C三个量确定。在泵浦场强度一定的条件下,要获得短波长自由电子激光除了增加

电子束的能量以外, 还需缩短泵浦场的周期长度。Simith-Purcell用电子束掠过金属光栅时,

将辐射电磁波,即使电子是匀速运动, 辐射仍然存在。利用这种效应发展了一类自由电子激

光,称为 Sm ith-Purcell自由电子激光。另外,采用短周期磁铁方案也是获得短波长自由电子

激光的重要途径[ 2~ 4]。还有的采用电流波动器的研究路线, 使波动器周期长度连续可调[ 5]。

这种方案虽然省去了铁材和铜材, 然而要实现区域性面电流密度却是技术上较困难的问题。

我们利用晶体固有的短周期点阵结构, 来实现电子短波长的摇摆辐射。早在 1979 年,

Alguard M . J. 等就已对这种结构做过原理性实验报道, 观察到 56M eV ( C= 111) 正电子在

18Lm厚的硅晶片主面之间和沿< 110> 轴向的沟道辐射, 并测得与理论预言相一致的平面沟

道辐射能谱峰值[ 6]。这里采用连续介质模型作为该结构的近似,计算了它的库仑场。以此为

基础,利用哈密顿原理和 Madey定理, 研究了电子在晶片中的运动轨迹和辐射谱。

1  物理模型

考虑到晶片中电子云对核的库仑场的屏蔽作用,原子核在距核 r 处产生的库仑势应取
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V ( r ) = Aeexp(- r / a ) / (4PE0 r ) (1)

式中, A 为原子序数, e为基本电荷量, E0 为真空中的介电常数, a 为原子半径。

Fig. 1  The potential of point P

假定高能电子沿晶轴方向射入晶片,由于原子之间间隔

很小, 再加上相对论理论中沿运动方向长度的收缩效应,因

此,在电子的运动坐标系中观察, 在与电子运动方向平行原

子面上,离散分布的原子几乎排列成连续分布的原子面。鉴

于上述原因,这里用连续介质模型来计算单个原子面在空间

各点的势分布(如图 1所示)。

  假定空间点 P 到原子面的间距为 Q,以点 P 在原子面

上的投影为圆心, 取一内径为 R , 外径为 R+ dR 的连续介

质环元,则整个原子面在 P 点产生的势为

VR( Q) = RQ
]

0
V ( Q2+ R

2) # 2PR dR =
RA ea
2E0

exp(- Q/ a) (2)

式中, R为原子数面密度。

设各原子面之间间隔为 d, 空间点与相邻原子面间距为 Q, 则 P 点与各原子面间距为

| Q+ nd | , n= 0, ? 1, ? 2, ,,(见图 2)。所以,整个晶片在空间点 P 处产生的电势为

Fig. 2  T he distance f rom point P to the plane of

atoms

Vw ( Q) = E
]

N= - ]
VR( | Q+ nd | ) (3)

由于 n X 0的原子面距空间点 P 较远,所以,它们对

点 P 处电势的贡献不大,因而整个晶片中只须考虑

与点 P 最近的原子面的作用,可将( 3)式中 n X0的

小量部分略去,由此得到

Vw( Q) U VR( Q) = RAeaexp(- Q/ a) / (2E0) ( 4)

进一步可由此求得电子在晶片中的势能分布为

Vw( Q) = - eVw( Q) = - RAe
2
aexp(Q/ a)/ (2E0) ( 5)

可见, 电子的势能只与它到相邻原子的间距有关,而与它的纵向位移无关, 晶片中各原子核的

共同作用使电子的势能呈横向梯度分布,随着电子到原子面间距增大,电子势能大小呈指数衰

  

Fig. 3  T he mot ion f rame of the elect ron

减,直到进入另一原子面的有效作用范围。

2  运动电子的自发辐射

  如果忽略空间电荷效应和辐射电磁场的影响,

并假定电子只在如图 3 所示的平面上作沟道运动,

在图中以电子纵向运动方向为 z 轴方向,以电子横

向摆动方向为 x 轴方向,以晶片原子面入射端为原

点建立直角坐标系 o-xz ,则电子运动的哈密顿量可以表示为

H = c m
2
c
2
+ P

2
x + P

2
z - RAe

2
aexp(- | x | / a) / (2E0) ( 6)

  根据哈密顿原理,经复杂计算可知,穿过晶片中高速运动的自由电子确实有可能作横向摆

动式沟道运动, 最大摆幅为 dp。然而,如果电子摆幅 d p> d / 2,就会使电子偏离与它相邻的原

子面, 并进入另一原子面的有效作用范围,从而使电子的轨道发生改变。因此,电子在一个原
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子面附近作稳定的振荡运动必须保证满足稳定性条件,即    d p < d / 2 ( 7)

而电子作沟道运动的稳定性条件为

7 < 7 c =
1
V 11

cRAe
2
a

E0 m
2
c
2
+ p

2
z

1/ 2

exp(- b/ a) - exp(- d / 2a) (8)

如果取 V 11 U c,将 c, e
2, E0的值代入( 21)式, 并取 R~ 1020m- 2, a~ 10- 10m, 可得 7 c 的数量

级大致为           7 c ~ 1/ C0exp[- b / (2a ) ] (9)

可见,电子沟道运动的稳定性条件由电子的瞄准距离和初始能量决定。如果电子的初始能量

越高,瞄准距离越大,则对电子入射角的要求越高。

设辐射电磁波的电场 x 分量为     E sx = e xE scos(- k s z + Xs t + U) (10)

式中, E s 为电场幅值, k s 和 Xs 分别为辐射波的波矢和圆频率, U为电磁波的初相位。

根据能量守恒方程  dC1/ dt = - e E s # v / m
2
c = - eE sxv x / mc

2 ( 11)

式中, C1为电子能量的一阶扰动量,积分上式,可得   C1 = -
e

mc
2Q

S

0
Es xv x dt (12)

式中, S为电子穿过晶片所用时间。

因为电子横向运动轨迹为周期函数,且满足 Dirichlet 收敛条件, 故可用傅里叶级数将其写

出,为     X =
a0

2
+ E

]

n = 1
( an cos

2 nPt
T

+ bn sin
2nPt
T

) (13)

式中,   an =
2
TQ

T / 2

- T / 2
X ( t) cos 2nPt

T
dt ,   n = 0, 1, 2, ,, ( 14a)

bn =
2
TQ

T / 2

- T / 2
X ( t) sin 2nPt

T
dt ,   n = 1, 2, 3, , , ( 14b)

进一步可得    v x S ¤x ( t ) =
2P
T E

]

n = 1

( nbn cos
2 nPt
T

- nan sin
2nPt
T

) (15)

再将( 10)式和( 15)式代入( 12)式, 得

C1 = -
eE s

mc
2
2P
T E

]

n = 1

nQ
S

0
cos( Xs t - k sz + U) ( bn cos

2nPt
T

- an sin
2 nPt
T

) dt (16)

考虑到电子的纵向运动, 有    Xs t - k s z = Xs( l - BM) t = Xs X0 t / Xr ( 17)

式中, X0 定义为 X0= 2P/ T 为电子运动频率, Xr 表示电磁波基波谐振频率, 容易求出两者关

系[ 7]满足: Xr = X0/ ( l - BM cosH) (18)

令 H= 0, 即得( 17)式右边两式的关系。如果令 Xs= l Xr+ DX(DX为失谐量) ,将( 17)式和 X0=

2P/ T 代入( 16)式,解得

C1= -
eEs X0
2mc

2 E
]

n = 1
nQ

S

0
{ bn [ cos( ( l + n + DX/ Xr) X0 t + U) + cos( ( l - n + DX/ Xr) X0 t + U) ]

+ an [ sin( ( l + n + DX/ Xr) X0 t + U) + sin( ( l - n + DX/ Xr) X0 t + U) ] }dt (19)

显然,如果 S m T ,那么只有在 l ? n= 0且DX/ Xr n 1时,上面积分才不为零。如令 S UKT ,

则可求得   C1 = -
eEs X0 klt
2mc

2

sin( KDXX0T / Xr)
KDXX0T / Xr

#| b1cosU- a 1sinU | (20)

平方 C1 后, 再对相位 U求平均,可得

< C21 > = ( a
2
1 + b

2
1) / 2 # [PeE s/ ( mc

2) ] 2sin2 U/ U
2 ( 21)

式中, U= KDXX0T / Xr= 2K PDX/ Xr。
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再根据 Madey 定理,有

d
2
I

dXd 8
=

m
2
cX2s

8P2E0E
2
s
< C21 > =

P2 l 2( a
2
1+ b

2
1)

2
#
e
2 X2sK

2

8E0c
3 # sin2 U

U
2 ( 22)

  结果表明, 自发辐射谱分布中有一重要的线型函数,它与自由电子激光增益的计算有重要

联系。这个因子把自由电子的受激辐射与自发辐射联系起来,说明利用晶片中相对论电子沟

道辐射产生自由电子激光是可能的。

3  结果讨论

前面用连续介质模型研究了晶片中相对论电子的沟道运动轨迹、稳定性条件和自发辐射

谱分布,证实了利用沟道效益产生自由电子激光的可行性。根据分析,可以得到一些结论:

( 1)晶片中相对论电子的运动轨迹由电子的入射条件决定。对于一定能量的电子,在瞄准

距离一定的条件下, 如果其入射角大于一定角度, 电子的运动轨迹就会发生畸变。这个角度与

电子的初始能量和瞄准距离有关,随着能量和瞄准距离的增大, 对电子入射角的要求也越高,

产生自由电子激光的难度也会相应增大。

( 2)在自由电子的自发辐射谱中含有因子( a2
1+ b

2
1) ,它由电子的初始状态决定,因此,谱分

布取决于电子的入射条件。

( 3)各次谐波的线型和线宽都是相同的, 相对线宽均为 1/ 2K P, 随着晶片厚度的变化,电

子运动的周期数 K 也发生变化,因而相对线宽发生相应的变化。

( 4)从( 15)式和( 16)式可以看出,电子摆动的周期由原子面密度决定, 由于晶片本身固有

的短周期特点, 所以,这种辐射很容易达到短波长。同时,晶片取材天然,没有材料加工上的困

难,因此, 我们对自发辐射的分析, 必将为进一步研究自由电子激光的机制提供一种新线索。

( 5)我们所讨论的晶片均是纯净的单晶体薄片, 其中不存在原子缺陷和杂质原子, 这些原

子缺陷或杂质在实际情况中或多或少总有存在, 它们会对电子的运动产生影响。而且作者在

讨论中也忽略了二次电子发射,电子衍射等多种物理效应, 所有这些情况尚待进一步研究。
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