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高斯光束的复数变换与几何光学方法�
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(福建商业干部学校基础教研室,福州, 350007)

郭福源

(福建师范大学激光研究所,福州, 350007)

摘要: 从高斯光束复参数的三角形式和菲涅耳数出发,利用复数分式线性变换方法, 推导出

高斯光束参数变换的类几何光学公式;并利用共轭、互易、反演点对变换方法图解高斯光束传输变

换特性。
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Complex transformation and geometrical optics method

of Gaussian beam
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Abstract: In this paper, starting from triangle expressions of complex parameters and Fresnel

number of Gaussian beam, the method of complex fraction linear transformation is employed to der ive the

similar geometrical optics formula of Gaussian beam� complex parameter transformation. T he conceptions

of conjugation, ex change and inverse evolve point pair are used to explain the transformation properties of

Gaussian beam.

Key words: Gaussian beam � Fresnel number � exchange transformation � similar g eometrical optics

formula � fo cal shift

一、引 � � � 言

高斯光束变换是激光光学中一个重要的研究课题,基于 ABCD 定律的矩阵光学方法已较

系统、完整地描述了激光束通过复杂光学系统的传输变换[ 1, 2] ;无光阑约束时的高斯光束菲涅

耳数与焦移概念的研究也已开展[ 3, 4]。为了更加合理、简洁地描述高斯光束传输变换的本性,

本文以复数三角形式描述高斯光束复参数,在复数空间建立高斯光束变换的简单关系式,并转

换至实数空间, 类似于几何光学中物象位置和放大率的牛顿公式和高斯公式形式,建立并图解

高斯光束的类牛顿公式和类高斯公式, 进一步阐明了高斯光束的菲涅耳数与焦移概念的物理

意义,以简单的关系式,较清楚地阐明高斯光束的传输变换规律及其本性。

二、高斯光束复参数的三角形式

由于高斯光束是赫姆霍茨方程在缓变振幅近似下的一个特解, 高斯光束的基本性质可以
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由复参数 q 描述, q= Z + iZR 或 1/ q= 1/ R - i�/ (�w 2) , 其中, Z 为以高斯光束束腰为原点的

传播距离, ZR= �w 2
0/ �为高斯光束的瑞利长度, w 0 为包含 86�5%光束总功率的高斯光束束

腰半径, �为光束波长, R = Z+ Z
2
R / Z, w = w 0 ( 1+ Z

2/ Z
2
R ) 1/ 2分别为传播距离 Z 处的光束等

相面曲率半径和包含 86�5%光束总功率的光束半径(本文角标 86�5均省略)。本文将复参数

q 以复数三角形式表示: q = | q | exp( i�) = | q | ( cos�+ isin�) ( 1)

式中, | q | = ( Z
2+ Z

2
R ) 1/ 2为高斯光束复参数 q 的模; �= arctg ( Z/ ZR )为高斯光束复参数 q 的

幅角,它与传播距离 Z 处的高斯光束附加相移 �= arctg( Z/ ZR )互为余角,即 �+ �= �/ 2。

据( 1)式与高斯光束的基本性质,本文重新定义高斯光束的菲涅耳数 N :

N = �w
2
/ ( �R ) = Z / ZR = ctg�= tg� ( 2)

由( 2)式知,本文重新定义的高斯光束菲涅耳数 N 的物理意义就是复参数 q 的幅角 �的余切,

如图 1a所示, 它比文献[ 3]中用 Collins图及其双重表象描述的 N G = tg�(即对应本文的 N =

tg�)的物理意义更为明确、简洁、合理,且便于图解。( 1) , ( 2)式表明:图 1a 的坐标实轴( z 轴)

上的以束腰为原点的传播距离 Z 和以曲率中心为原点的等相面曲率半径 R 的坐标为以复参

数 q 的模| q |为半径的圆的反演点对;虚轴( y 轴)上的光束半径参量 y = �w
2/ �和瑞利长度

ZR 的坐标也为以复参数 q 的模| q| 为半径的圆的反演点对。由此, 本文导出高斯光束等相面

� �

Fig. 1 � The geomet rical form of Gaussian beams complex
parameter and the exchange transform at ion

a� complex space� b � real number space

曲率半径 R 和光束半径 w 的表达式:

R = | q | sec�= ZR ( N + 1/ N ) ( 3)

w = w 0csc�= w 0( 1 + N
2) 1/ 2 ( 4)

� � ( 3) , ( 4)式表明:由重新定义的高斯光

束菲涅耳数 N 描述的高斯光束基本关系

式变为非常简洁的形式。同时, 由( 4)式的

三角函数关系可知,传播距离 Z 处的光束

半径 w 的数值可直接由图 1a 中直角三角

形 �Ow 0 w 图解。

若将图 1a的复数空间内的复参数 q 的描述转换至实数空间,如图 1b所示,它简明地图解

了高斯光束的基本性质。

三、互 � 易 � 变 � 换

由于任意高斯光束都是共焦谐振腔的自再现本征模,不难证明,任意传播距离 Z1 的高斯

光束复参数 q1 均可与另一传播距离 Z2 的高斯光束复参数 q 2 满足如下变换:

q2 = iq 1tg �1 ( 5)

由( 1) ~ ( 4)式知, ( 5)式可化成:� � � � � N 1 � N 2 + 1 = 0 ( 6)

� � � � � �w 1 w 2/ �= R 1 = - R 2 ( 7)

� � 鉴于( 6) , ( 7)式中下标 1, 2均可互易,我们称满足( 5)式的高斯光束复参数的变换为互易

变换,如图 1a所示,图中, Z1, Z 2处的高斯光束复参数 q 1, q 2的幅角 �1, �2满足 �2= �1+ �/ 2,

虚轴上的光束半径参量 y 1= �w
2
1/ �与y 2= �w 2

2
/ �为以等相面曲率半径 R 1(或 R 2)绝对值为

半径的圆的反演点对。若将图 1a描述的高斯光束互易变换转换至实数空间, 它们与以 R 1(或

R 2)为直径的圆有如图 1b所示的关系。
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若考虑包含 99�95%光束总功率的光束半径 w 99. 95= 0. 61�w 为全功率光束半径,并以此

为瞳孔考察其夫琅和费圆孔衍射角半径 �= 0. 61�/ w 99. 95,及其距离瞳孔 R 处的艾里斑半径

�= �R , 由( 7)式知, w 2= R 1 �1或 w 1= - R 2�2, 即 Z1, Z2 处的光束半径 w 1, w 2 互为对方全

功率光斑 w 99. 95的衍射艾里斑半径。另一方面,由( 7)式知, Z1, Z 2 处的光束等相面位置互为

对方等相面曲率中心。由于传播距离 Z 1= 0与 Z2= � 互为反演点对, ( 7)式表明高斯光束远

场半发散角 �0= �/ (�w 0)为束腰处全功率光斑的夫琅和费圆孔衍射角半径; 束腰半径 w 0 为

无穷远处全功率光斑的夫琅和费衍射艾里斑半径。

四、基本变换公式

对于高斯光束通过由矩阵元 A , B , C, D 描述的一般光学系统的变换, 规定转入空间光束

参数无上标,输出空间参数以上标�标注,则根据高斯光束复参数线性变换的 ABCD 定律:

q�= ( Aq + B ) / ( Cq + D) ( 8)

式中, A D- BC = n / n�= ��/ �= - f / f �, n 为光束所在空间的介质折射率, f 为有焦光学系统

中以主面为原点的焦距。本文导出高斯光束菲涅耳数 N 的变换规律为:

N� = ( n�/ n) [ A CZRN
2
+ ( AD + BC ) N + A CZR + BD/ ZR ] ( 9)

� � 则当输入空间参考平面与束腰重合, N = 0, 输入、输出空间参考平面为物象共轭平面, B

= 0时, ( 9)式化成: N�= ( C/ D ) ZR ( 10)

� � 由( 10)式知,对于无焦光学系统, C = 0, 物象共轭平面之间的高斯光束变换满足束腰至束

腰的变换, N�= N = 0;对于有焦光学系统, C �0,物象共轭平面之间的高斯光束变换不满足束

腰至束腰的变换, N�� 0,即在有焦光学系统中, 输出空间高斯光束束腰位置必然偏离输入空

间高斯光束束腰位置的共轭几何象点, 这种现象称为高斯光束的焦点移动,简称焦移。

五、类牛顿公式

对于由矩阵元 A = 0, B= - f , C= - 1/ f �, D= 0描述的物象双方焦面之间的高斯光束变

换,即傅里叶变换,由( 8)式知,该变换为倒数变换: � � qF�� qF = f f � ( 11)

式中,下标 F 标注焦面处光束参数,从形式上看, ( 11)式类似于几何光学的牛顿公式, 故称类

牛顿公式。由( 1) ~ ( 4)式知, ( 11)式化成:

N F�= - NF ( 12)

(- RF�) x 0 = (- RF ) x 0�= f f � ( 13)

(�w F�2/ ��) ZR = (�w F
2
/ �) ZR� = - f f� ( 14)

式中, x 0, x 0�分别为以焦点为原点的高斯光束物距、象距, 即焦点至束腰的距离, 如图 2所示,

( 13)式表明,物方焦面上的高斯光束等相面曲率中心 E 与象方束腰位置 O�成物象共轭关系,

反之亦然,由( 3)式知,仅当 N F � � 时, ( 13)式退化为几何光学的牛顿公式: x 0�x 0= f f�。在图
2中,由( 12)式知,物、象双方焦面 F , F�处的高斯光束复参数 qF, qF�的幅角�F , �F�满足�F�= �

- �F ,同时,由( 11) ~ ( 14)式知,物象双方关于以( - f f �) 1/ 2为半径的焦距圆的反演线段对有:

FH = - f , H�F�= f �; OF = - x 0, F�E�= - RF�; EF = RF , F�O�= x 0�; FZR = | qF | , F�ZR�=

| qF�| ; F YF= �w F
2/ �, O�ZR�= ZR�; OZR = ZR , F�YF�= �w F�2/ ��。反演线段图解以 FZR, F�

ZR�为例,做圆弧 ZRQ , 即 ZRF = QF , 令 QH � Q�H�, 则三角形 � QFH � �H�F�Q�, 即线段
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QF�FH = H �F��F�Q�, 做圆弧 Q�ZR� , 即 Q�F�= ZR�F�, 则线段 ZRF�FH = H�F��F�ZR�,即
� � �

� Fig. 2 � The similar New ton � s formula of Gaussian beams

transformat ion

| qF�|�| qF | = - f f �。

仿照几何光学的横向放大率 �=

y�/ y 的定义,本文定义高斯光束束腰半

径的放大率为高斯光束横向放大率

�G = w 0�/ w 0,则由( 14)式可知:

�G = - f / | qF | = | qF� | / f � ( 15)

由( 13)式知, 高斯光束横向放大率

�G 与束腰位置的几何光学横向放大率

�0= - f / x 0 的关系满足: �G = �0/ ( 1+

1/ N
2
F) 1/ 2, 仅当 NF � � 时, ( 15)式退化

为几何光学横向放大率公式。

由( 13)式知,在图 2中, E , O�与 O, E�为两对物象共轭点,即象方束腰位置 O�偏离物方
束腰O 的几何象点E�,偏离量 E�O�即为焦移量 �x 0�= x 0�- x�,根据几何光学的牛顿公式,

x 0 x�= f f �,则焦移量 �x 0�与几何光学象距 x�的关系为:

�x 0� = - x�/ ( 1 + N
2
F ) ( 16)

� � ( 16)式表明:对于有焦光学系统,总存在一定的焦移量 �x 0�,仅当物方焦面处高斯光束菲

涅耳数 NF � � 时, 焦移量 �x 0�� 0,即此时( 13) , ( 15)式分别退化为几何光学的牛顿公式与横

向放大率公式。

六、类高斯公式

对于由矩阵元 A = 1, B = 0, C = - 1/ f �, D = n/ n�描述的物象双方主面之间的高斯光束

变换,由( 8)式知,变换公式为: f �/ qH�+ f / qH = - 1 ( 17)

式中,下标 H 标注主面处光束参数。( 17)式相继经历倒数、平移、倒数三个变换,从形式上看,

( 17)式类似于几何光学的高斯公式,故称类高斯公式。由( 1) ~ ( 4)式知,物象双方主面之间的

高斯光束菲涅耳数变换公式为:� � � � � � � � NH� = NH + �w
2
H / ( �f ) = NH + ( HNH

2
) ZR / f ( 18)

� � 由于物象双方主面间的高斯光束光斑半径相等, w H�= w H ,则由( 4)式知,高斯光束横向

放大率 �G = w 0�/ w 0 的形式仍与几何光学的横向放大率的形式相似:

�G = ( n | qH� | ) / ( n� | qH | ) ( 19)
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