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一种基于 ＬＳＷＴＬＳ的稳健平面拟合方法

欧江霞，邓雄文，蔡茂欣，邱　敏
（广州市地质调查院，广州 ５１０４４０）

摘要：为了解决平面数据点位精度差异性及平面模型常数项解算精度较低的问题，提出了一种基于最小二乘加权
总体最小二乘（ＬＳＷＴＬＳ）的稳健平面拟合方法。该方法采用加权最小二乘模型与稳健估计ＩＧＧⅢ方案相结合的方式对
平面模型误差项参量进行解算，然后通过设置阈值剔除粗差数据，利用最小二乘法对平面模型常数项进行解算，以此进一

步提高了平面模型各参量的解算精度。结果表明，新方法相对于最小二乘（ＬＳ）法、总体最小二乘（ＴＬＳ）法、ＬＳＴＬＳ法、
ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ法，其单位权中误差分别提高了 ５３．６％，１９５．０％，４７．５％和 ５．１％，平面拟合精度分别提高了 ４９．４％，
１７９．３％，４８．７％和４６．９９％，表现出了良好的抗粗差干扰能力。该研究验证了新方法在平面拟合领域的优越性和可靠性。
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引　言

平面拟合可用于建（构）筑物倾斜监测、边坡变形

监测、隧道断面监测、３Ｄ激光扫描点云滤波［１２］等工程

领域，其精度会对变形分析、点云滤波和３Ｄ建模效果
产生重要影响。鉴此，有必要在传统拟合方法基础上，

顾及误差数据比例及其大小对拟合结果产生的影响，构

造最佳平面拟合方法，提高所求平面参量的准确度。

目前，常用平面拟合方法包括传统最小二乘（ｌｅａｓｔ
ｓｑｕａｒｅｓ，ＬＳ）法、总体最小二乘（ｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）
法［３５］、混合总体最小二乘（ｍｉｘｅｄＴＬＳ，ＭＴＬＳ）法［６］等，

以上方法均将各点当做独立等精度观测值处理，由于

受观测环境、系统误差等因素影响，观测数据３Ｄ坐标
ｘ，ｙ，ｚ３个方向上均含有误差且各点点位精度均不相
同，若采用上述方法进行平面拟合，所得参量解并非平

面参量的最或然值。因此，国内外学者在加权总体最

小二乘（ｗｅｉｇｈｔｅｄｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＷＴＬＳ）模型［７８］基

础上，顾及各点点位精度差异性，结合基于方差协方
差膨胀的抗差估计，提出了加权总体最小二乘平面拟

合算法，同时对抗差估计中的权因子函数进行了深入

探讨，构造了多种定权准则及与其相对应的平面拟合
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方法［９１１］，一定程度上提高了平面参量解的准确度。

但对于各 ＷＴＬＳ法，其已虽将平面模型中的常数项当
做无需修正项对待，但实际拟合过程中，常数项因受点

位拟合权值影响，准确度较低。

本文中提出了一种基于 ＬＳＷＴＬＳ混合解算平面
参量的方法，该方法将平面参量划分为含误差与不含

误差（常数项）两部分，综合利用 ＷＴＬＳ法、ＬＳ法对这
两部分参量进行解算，即顾及到各点点位精度，选用

ＷＴＬＳ模型，在此基础上，以稳健估计中的 ＩＧＧⅢ（由
中国科学院测量与地球物理研究所（ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＧｅｏｄｅ
ｓｙ＆Ｇｅｏｐｈｙｓｉｃｓ，ＩＧＧ）提出的一种抗差估计方法，ＩＧＧⅢ
是第３种衍生方法）方案权因子为定权函数［１１１５］，在

参量迭代解算过程中确定各点拟合权重，并自适应的

对拟合权阵进行合理修正，提高误差项参量解算精度，

与此同时，又以三倍权因子中误差为阈值剔除粗差数

据，利用ＬＳ法求取常数项，有效抵抗点位拟合权值对
常数项解算的影响。

１　基于ＬＳＷＴＬＳ的稳健平面拟合方法

１．１　顾及双矩阵误差的平面方程混合模型
设平面方程为：

Ｚ（ｉ） ＝ａＸ（ｉ）＋ｂＹ（ｉ）＋ｃ，（ｉ＝１，２，…，ｎ） （１）
式中，ａ，ｂ，ｃ为待求平面参量，定义 ａ，ｂ为误差项参
量，ｃ为常数项参量。下标（ｉ）表示迭代。顾及观测向
量误差与系数矩阵误差的平面方程变量误差模型为：

Ｚ－ｅ＝（Ａ１＋ＥＡ１）ξ１＋Ａ２ξ２ （２）
式中，Ｚ为含有随机误差 ｅ矩阵的 ｎ×１维观测向量；
Ａ＝［Ａ１，Ａ２］为系数矩阵，Ａ１为误差项系数矩阵，Ａ２
为常数项系数矩阵；ξ＝［ξ１，ξ２］

Ｔ为代估参量矩阵，

ξ１为误差参量矩阵，ξ２为常数项矩阵：

Ｚ
ｎ×１
＝

ｚ１
ｚ２


ｚ












ｎ

，Ａ１
ｎ×２
＝

ｘ１ ｙ１
ｘ２ ｙ２
 

ｘｎ ｙ












ｎ

，Ａ２
ｎ×１
＝

１
１












１

，

Ｅ
ｎ×２
＝

ｖｘ１ ｖｙ１
ｖｘ２ ｖｙ２
 

ｖｘｎ ｖｙ














ｎ

，ｅ
ｎ×３
＝

ｖｚ１
ｖｚ２


ｖｚ














ｎ

（３）

式中，ｖ表示计算值与实测值之差。在满足‖（ΔＡ１，
ΔＺ）‖Ｆ＝ｍｉｎ的约束条件下（‖·‖Ｆ为 Ｆ范数），可
求得ξ的值。

１．２　基于ＬＳＷＴＬＳ的平面参量解算及精度评定
参照ＷＴＬＳ模型迭代解算方法，可将（２）式可改

写成如下形式：

Ｚ－ｅ＝Ａξ（ｉ）＋Ａ（ｉ）δξ－Ｅξ（ｉ） （４）
式中，Ａ（ｉ）＝Ａ－Ｅ（ｉ），δξ＝ξ（ｉ＋１）－ξ（ｉ），根据（４）式构造
拉格朗日目标函数：

Φ（ｅ，Ｅ，λ，ξ）＝ｅＴＱＺ
－１ｅ＋ＥＴＱ－１ＡＥ＋２λ

Ｔ［Ｚ－
Ａξ（ｉ）－Ａ（ｉ）δξ－ｅ＋（ξ（ｉ）

ＴＩ）ｅ］ （５）
式中，λ为ｎ×１维拉格朗日乘数，Ｉ是单位矩阵，Ｔ表
转置。通过对（５）式求导、求极值即可计算出 λ及参
量ξ（ｉ）的代估值。

顾及粗差对解算精度产生的影响，通过引入稳健

估计ＩＧＧⅢ方案权因子自适应的修正拟合权阵以确保
权阵准确性，又通过设定阈值剔除粗差数据以确保数

据可靠性，提出了基于ＬＳＷＴＬＳ混合解算平面参量的
方法（简称ＬＳＷＴＬＳ混合法），其是在通过ＷＴＬＳ法得
到代估参量 ξ^（ｉ）基础上，提取 ξ^（ｉ）中的含误差部分参量
ξ^１（ｉ），再利用 ＬＳ法计算得到常数项 ξ^２（ｉ），完成所有参
量解算。上标 表^示实际值的最或然值（下同）。该方

法具体解算步骤见下。

（１）利用 ＬＳ法计算平面参量估值 ξ^（０）＝［^ξ１（０），
ξ^２（０）］

Ｔ，之后分别按照下式设定系数矩阵 Ａ的列向量
权阵Ｐ０及Ａ的行向量初始权阵 ＰＡ（１）、观测向量初始
权阵ＰＺ（１）：

Ｐ０
３×３
＝ｄｉａｇ［１　１　０］

Ｐ
ｎ×ｎＡ（１）

＝ＰＺ（１）
ｎ×ｎ

＝ｄｉａｇ［１ １ …

     

１
ｎ{

］

（６）

　　（２）计算参量 ξ^（１）＝［^ξ１（１），^ξ２（１）］
Ｔ的迭代初始

值，其中 ξ^１（１）为 ξ^（１）的含误差部分，且定义 ξ^２（１）＝
ξ^２（０）：

ｖ^（０） ＝０

ξ^（０） ＝（Ａ
ＴＱＺ（１）Ａ）

－１ＡＴＱＺ（１）Ｚ

μ^（０） ＝｛ＱＺ（１）＋［（^ξ（０））
ＴＱ０^ξ（０）］ＱＡ（１）｝

－１

ξ^（１） ＝［（^μ（０）Ａ）
－１ＡＴμ^（０）］










Ｚ

（７）

式中，ＱＺ，ＱＡ，Ｑ０分别为ＰＺ，ＰＡ，Ｐ０的广义逆。
（３）计算 μ^（ｉ），^λ（ｉ）及 ｖ^（ｉ）：
μ^（ｉ） ＝｛ＱＺ（ｉ）＋［（^ξ（ｉ））

ＴＱ０^ξ（ｉ）］ＱＡ（ｉ）｝
－１

λ^（ｉ） ＝μ^（ｉ）·（Ｚ－Ａ^ξ（ｉ））

ν^（ｉ） ＝（^λ（ｉ））
ＴＱＡ（ｉ）λ^（ｉ

{
）

（８）

　　（４）计算 ξ^１（ｉ＋１），即 ξ^（ｉ＋１）的含误差部分：

ξ^１（ｉ＋１） ＝（Ａ
Ｔμ^（ｉ）Ａ－ν^（ｉ）·Ｑ０）

－１·（ＡＴμ^（ｉ）Ｚ）（９）

５８７
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　　（５）利用（１０）式计算各残差Ｖ（ｉ）：

Ｖ（ｉ） ＝
Ｚ－Ａ^ξ（ｉ＋１）

１＋（^ξ１（ｉ＋１））
Ｔ^ξ１（ｉ＋１槡 ）

（１０）

　　（６）根据Ｖ（ｉ）及ＩＧＧⅢ方案（见（１１）式）计算权因
子ω（ｉ），令Ｐ（ｉ）＝Ｐ（ｉ）ω（ｉ），之后根据准则重新设定权阵
ＰＡ（ｉ＋１），ＰＺ（ｉ＋１）：

ω（ｉ） ＝

１， Ｖ（ｉ）
σ
＜ｋ( )０

ｋ０
Ｖ（ｉ）
σ

ｋ１－
Ｖ（ｉ）
σ

ｋ１－ｋ









０

，ｋ０≤
Ｖ（ｉ）
σ
＜ｋ( )１

０， Ｖ（ｉ）
σ
＞ｋ( )















１

（１１）
式中，Ｖ（ｉ）为残差，σ为中误差，ｋ０＝１．０～１．５，ｋ１＝２．５～
３．０，本文中取ｋ０＝１．５，ｋ１＝２．５。

（７）计算权因子中误差σω（ｉ），并剔除ω（ｉ）＞３σω（ｉ）的
点，同时根据下式计算 ξ^２（ｉ＋１），综合步骤（４）可得参量：

ξ^２（ｉ＋１） ＝－（Ａ２
ＴＡ２）

－１（Ａ２
ＴＡ１－Ａ２

ＴＺ） （１２）
（８）重复步骤（３）～步骤（７），直到 ξ^（ｉ＋１）－^ξ（ｉ） ＜δ０

（δ０为给定阈值，本文中取δ０＝１０
－６）。

经迭代运算得到拟合平面的参量解之后，可利用

　　

（１３）式计算单位权中误差 σ^０及平面拟合精度 σ^ｐ进
行精度评定：

σ^０ ＝
λ（ｉ）

Ｔ（Ｚ－Ａ^ξ（ｉ＋１））
ｎ－槡 ３

σ^ｐ ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｄ（ｉ）

２

槡













ｎ

（１３）

式中，ｄ（ｉ）为点至拟合平面的距离。

２　算例分析

为对本文中所构建平面拟合方法的适用性及优越

性进行验证，分别利用其对模拟平面数据、实测平面数

据进行拟合。

２．１　模拟数据
设要拟合的平面方程为 Ｚ＝３Ｘ＋４Ｙ＋５，依次抽

取４组观测数据，并分别按照０％，５％，１０％，２０％的
比例加入粗差（大小为３σ０～５σ０，σ０为每组观测数据
的中误差），每个观测数据中，Ｘ，Ｙ分别为［０，１０００］，
［０，２０００］区间内的随机整数，相应的 Ｚ为［５，１１００５］
区间内的随机整数，同时在模拟数据中加入随机误差

ｅ，且随机误差ｅ服从均值为０、标准差为σ２Ｉ的正态分
布（σ＝０．３，Ｉ为单位阵）。

Ｔａｂｌｅ１　Ｐｌａｎｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆｓｉｍｕｌａｔｅｄｄａｔａ

ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｏｆσ Δ ａ Δ ｂ Δ ｃ σ^０ σ^ｐ

０％

ＬＳ ０ ０ ０．０００７ ０．０１５２ ０．００２９

ＴＬＳ ０ ０ ０．０００９ ０．０１５２ ０．００２９

ＬＳＴＬＳ ０ ０ ０．０００７ ０．００３０ ０．００２９

ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ ０ ０ ０．０００７ ０．００２４ ０．００２９

ＬＳＷＴＬＳ ０ ０ ０．０００３ ０．００２３ ０．００２２

５％

ＬＳ ０．００２０ ０ ０．００４７ ３．５０４６ ０．６７７０

ＴＬＳ ０．０１５８ ０．００６４ １５．２６６４ ６．４８９０ １．２５６９

ＬＳＴＬＳ ０．００２０ ０ ０．００４７ ３．５０４６ ０．６７７０

ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ ０．０００３ ０．０００２ ０．３０１３ ０．２１１５ ０．６８４３

ＬＳＷＴＬＳ ０．０００１ ０ ０．００２８ ０．０５６５ ０．０５５６

１０％

ＬＳ ０．００３６ ０．０００８ １．７４９３ ４．１７４５ ０．８０６７

ＴＬＳ ０．０１９３ ０．００８１ １９．１３２７ ７．４９３０ １．４５２３

ＬＳＴＬＳ ０．００３５ ０．０００８ １．７４９３ ４．１７４５ ０．８０６７

ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ ０ ０．０００１ ０．７８０８ ０．１８４１ ０．８３１４

ＬＳＷＴＬＳ ０ ０．０００１ ０．０７１８ ０．０８２３ ０．０８１０

２０％

ＬＳ ０．０１１３ ０．００２０ ２．６６２７ １１．０７５５ ２．１４２７

ＴＬＳ ０．１２０９ ０．０５２７ １２４．３９５０ ４４．９７４２ ８．８８１９

ＬＳＴＬＳ ０．０１１１ ０．００１９ ２．５０１９ ２．１７５５ ２．１４２７

ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ ０．００１６ ０．０００６ ４．６８３２ ０．９４２９８ ２．２１４８

ＬＳＷＴＬＳ ０．００１４ ０．０００５ ０．４４２３ ０．５１７１５ ０．５０８０

６８７
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　　分别利用ＬＳ法、ＴＬＳ法（奇异值分解（ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌ
ｕｅｄｅｅｏｎｉｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ））、ＬＳＴＬＳ法、ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ
法［５］、ＬＳＷＴＬＳ混合法（本文中算法）对上述４组观测
数据进行拟合实验，各方法计算得到的平面参量及精

度评定指标如表１所示。
表１中，当粗差比例为０％时，各方法所得参量解

非常接近实际参量值，单位拟合中误差与平面拟合精

度较小，由此说明各方法的拟合效果均比较好，仅由于

数据取位原因导致各方法所得参量值与实际参量值之

间存在一定偏差。

当粗差比例由５％递增到２０％时，各方法所得参
量解与实际参量值的偏差越来越大，单位权中误差与

平面拟合精度呈递增趋势，由此说明，拟合效果随粗差

的增加而变差。其中，ＬＳ法受粗差影响，拟合效果较
粗差比例为０％时明显下降；ＴＬＳ法过多顾及到系数
矩阵不含误差部分，整体拟合效果最差；ＬＳＴＬＳ法虽
顾及平面参量的常数项不含误差，对两部分参量进行

独立解算，但其未考虑到各观测值精度差异，因此拟合

效果不稳定；ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ法综合考虑了含误差参量
　　

与常数项的区别，对其进行了独立解算，同时根据各观

测值的精度，确定其参量平面拟合的权重，因此获得了

较好的拟合效果；ＬＳＷＴＬＳ混合法在ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ法
的基础上，引入加权总体最小二乘模型，以拟合残差为

依据、ＩＧＧⅢ方案为定权准则，在含误差参量迭代解算
过程中，其可自适应地修正观测向量权阵及系数矩阵

权阵，以获取最能合理反映各观测值精度的权值，同时

又以三倍权因子中误差为阈值，剔除观测数据中的异

常数据，再利用ＬＳ法计算得到常数项的值，最终，通过
有限次的迭代计算，获得了最为可靠参量解，该方法较

好抵抗了粗差干扰，各项拟合指标均优于其它算法，拟

合精度最高。

２．２　实测数据

表２中［１６］，Ｘ为坝体温度实测值、Ｙ为水位压力
实测值、Ｚ为大坝水平位移实测值（Ｘ，Ｙ，Ｚ无具体单
位），３个向量构成Ｚ＝ａＸ＋ｂＹ＋ｃ的平面关系。再次
利用ＬＳ法、ＴＬＳ法（奇异值分解（ＳＶＤ））、ＬＳＴＬＳ法、
ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ法、ＬＳＷＴＬＳ混合法（本文中算法）对表
２中的实测数据进行拟合实验，所得平面参量及精度
　　Ｔａｂｌｅ２　Ｏｂｓｅｒｖｅｄｄａｔａｏｆｐｌａｎｅ

Ｘ Ｙ Ｚ Ｘ Ｙ Ｚ Ｘ Ｙ Ｚ

１ １１．２ ３６．０ －５．０ ９ ４．７ ２４．０ －５．４ １７ ２３．１ ５０．０ －７．７

２ １０．０ ４０．０ －６．８ １０ １１．７ ６５．．０ －７．７ １８ ２１．６ ４４．０ －９．３

３ ８．５ ３５．０ －４．０ １１ ９．４ ４４．０ －８．１ １９ ２３．１ ５６．０ －９．５

４ ８．０ ４８．０ －５．２ １２ １０．１ ３１．０ －９．３ ２０ １９．０ ３６．０ －５．４

５ ９．４ ５３．０ －６．４ １３ １１．６ ２９．０ －９．３ ２１ ２６．８ ５８．０ －１６．８

６ ８．４ ２３．０ －６．０ １４ １２．６ ５８．０ －５．１ ２２ ２１．９ ５１．０ －９．９

７ ３．１ １９．０ －７．１ １５ １０．９ ３７．０ －７．６

８ １０．６ ３４．０ －６．１ １６ ２３．１ ４６．０ －９．６

Ｔａｂｌｅ３　Ｐｌａｎｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆｏｂｓｅｒｖｅｄｄａｔａ

ａ^ ｂ^ ｃ^ σ^０ σ^ｐ

ＬＳ －０．２７１０ ０．００８５ －４．２７８９ ２．１５３６ １．９３１６

ＴＬＳ －０．２５５８ ０．２６１６ －１５．９５６５ ４．１３５７ ３．６０９３

ＬＳＴＬＳ －０．３１０８ ０．０２１５ －４．２８０７ ２．０６８０ １．９２１９

ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ －０．２１１１ ０．０２７９ －５．８９８２ １．４７３５ １．８９９７

ＬＳＷＴＬＳ －０．２３８４ ０．０３８８ －５．８３７９ １．４０１８ １．２９２４

评定指标如表３所示。
由于实际平面数据的受测量仪器、外界环境、人为

干扰等多种因素影响，因此数据纯度较低，其包含的偶

然误差及粗差的比例存在不确定性。由表３可看出，
ＴＬＳ法将常数项当作误差项处理，导致参与拟合的系
数矩阵不准确，因此，拟合效果最不理想，其拟合结果

不具参考性；ＬＳ法与ＬＳＴＬＳ法的计算结果、拟合精度

评定指标（^σ０，^σｐ）较为接近，由此说明，当未顾及各观
测值精度的差异时，ＬＳＴＬＳ法虽将两部分参量独立解
算，但其仅仅保证了系数矩阵的相对正确性，未对最终

参量的准确度产生积极影响；ＩＧＧⅢＬＳＴＬＳ法与 ＬＳ
ＷＴＬＳ混合法所得参量解及拟合精度评定指标同样较
为接近，说明两种方法都比较可靠，拟合精度较高，但

对比表中数据可发现，ＬＳＷＴＬＳ混合法以点与拟合平
面的相关关系为原则，结合 ＩＧＧⅢ方法合理设定拟合
权阵、剔除观测数据粗差，获得了最为精确、可信度最

高的参量解，相对于 ＬＳ法、ＴＬＳ法、ＬＳＴＬＳ法、ＩＧＧⅢ
ＬＳＴＬＳ法，该方法的单位权中误差分别提高了
５３．６％，１９５．０％，４７．５％，５．１％，平面拟合精度分别提
高了４９．４％，１７９．３％，４８．７％，４６．９９％，进一步表明
该方法的拟合精度最高，效果最好。

７８７
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３　结　论

提出了一种对平面含误差与不含误差（常数项）

两部分参量进行独立解算的 ＬＳＷＴＬＳ平面拟合方法。
在误差项参量解算过程中，顾及平面数据各点精度存

在差异，本文中依据稳健估计中各权函数特点及其适

用范围，选用ＩＧＧⅢ方案对加权总体最小二乘平面拟
合方法进行改进，其可在模型参量解算过程中，通过计

算点与平面模型的相关关系，自适应地调整各点拟合

权值，优化拟合权阵；对于常数项，先以三倍权因子中

误差为阈值剔除观测数据中的粗差，再利用ＬＳ法进行
解算。模拟平面数据及实测平面数据的拟合实例表

明，该方法具备较好的可行性及优越性，利用该方法拟

合得到的平面参量解可靠性更高。

基于ＬＳＷＴＬＳ的稳健平面拟合方法较最小二乘
法、总体最小二乘法、混合总体最小二乘法更为稳健，

但在解算过程中，当数据量过大时，由于权值的自适应

修正过程较为复杂，迭代计算较为繁琐，解算所需时间

较多，如何提高解算效率值得进一步深入研究。
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