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激　　光　　技　　术
ＬＡＳＥＲＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ

Ｖｏｌ．４１，Ｎｏ．２
Ｍａｒｃｈ，２０１７

　　文章编号：１００１３８０６（２０１７）０２０２８９０７

全变差噪声消除问题的半光滑牛顿法

王　满１，文有为２，陈智斌１
（１．昆明理工大学 理学院 数学系，昆明 ６５０５００；２．湖南师范大学 数学与计算机科学学院，长沙 ４１０００６）

摘要：为了达到全变差噪声消除的图像去噪目的，将去噪问题转换为优化问题。采用了结合广义最小残差法的半

光滑牛顿法来解决相关优化问题，求解非对称线性方程组，进行了理论分析和实验验证，取得了将该方法与其它方法应

用于１维信号、２维图像去噪实验的大量可行数据。结果表明，结合广义最小残差法的半光滑牛顿法的收敛速度比结合
预处理共轭梯度法的半光滑牛顿法和交替方向乘子法更快，而且能够有效地消除噪声。

关键词：图像处理；全变差；半光滑牛顿法；广义最小残差法；交替方向乘子法
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引　言

在获取图像的过程中，获取的图像不可避免地受

到噪声的干扰。图像的噪声可以理解为影响人的视觉

器官或传感器对所接收图像源信息进行理解或分析的

各种因素。它对图像的输入、采集和处理的各个环节，

以及输出结果的全过程都有影响。因此消除噪声已成

为图像处理中极重要的问题。数字图像的噪声主要来

源于图像的获取和传输过程。常见的噪声有：白噪声、

冲击噪声、量化噪声、椒盐噪声。本文中考虑白噪声的

一个特例———高斯噪声的消除。

最近几年涌现了许多数字图像处理的方法，半光

滑牛顿法（ｓｅｍｉｓｍｏｏｔｈＮｅｗｔｏｎｍｅｔｈｏｄ，ＳＳＮ）［１６］也是

其中一种，即采用光滑函数来逼近不可微目标函数。

随着对半光滑问题研究的不断深入，该方法得到迅速

的发展，是最优化领域中极其活跃的研究方向之一。

利用半光滑牛顿法求解最优化问题时，由于线性方程

组系数矩阵可能是病态的，常采用 Ｔｉｋｈｏｖｏｎ正规化方
法［７］进行求解。目前采用的 ＳＳＮ在求解非对称线性
方程组的计算时间长、收敛速度慢。文中将继续探究

怎样利用半光滑牛顿法快速求解非对称线性方程组。

本文中首先给出图像去噪模型，其次介绍最优化

问题的最优化条件和求解该条件的结合广义最小残差

法（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｍｉｎｉｍｕｍｒｅｓｉｄｕａｌｍｅｔｈｏｄ，ＧＭＲＥＳ）［７９］

的半光滑牛顿法，并分析其局部超线性收敛性，然后利

用数值结果验证该算法的性能并与其它算法作比较，

最后得出结论。

１　模型介绍

在数学上，去噪模型表示为：

ｙ＝ｘ＋η （１）
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式中，ｘ是原始数据或无噪声数据，η是服从高斯分布
的随机噪声，ｙ是观察到的数据。由于观察到的图像
是带有噪声的，所以要解决的问题是怎样由观察到的

数据ｙ估计原始数据ｘ。
图像去噪的本质是一个病态的反问题［１０］。所谓

病态即不适定，反问题的不适定性对相应问题的数值

解法将产生本质的影响。正则化理论［１１１２］常用来处

理这种病态问题。（１）式的噪声为高斯白噪声，原始
数据可以通过求解下面的最小二乘正则化问题来估

计：

ｍｉｎ
ｘ

１
２‖ｙ－ｘ‖

２
２＋λ‖Ａｘ‖１ （２）

式中，第１项为数据拟合项，反映了观察图像对原始图
像的逼近程度；第２项为正则项，λ为正则化参量，用
来平衡近似解的逼近程度和平滑性；Ａ为差分矩阵；
‖·‖２表示２范数，‖·‖１表示１范数。

由于１范数的不可微性，求解最小化问题（２）式
的稳定性和有效性将会变得困难。

定义共轭函数。设函数ｆ：Ｒｎ→Ｒ，定义函数ｆ：Ｒｎ→
Ｒ。则有ｆ（ｙ）＝ｓｕｐ

ｘ∈ｄｏｍｆ
（ｙＴｘ－ｆ（ｘ）），称此函数为函数

ｆ的共轭函数［１３］。其中Ｒ为实数空间，Ｒｎ表示ｎ维实
数空间，ｄｏｍｆ为函数ｆ的定义域，Ｔ表示转置。

利用共轭函数定义［１３１４］，知道‖Ａｘ‖１可表示为

ｍａｘ
‖ｚ‖∞≤１

ｚＴＡｘ。从而（２）式转化为：

ｍａｘ
‖ｚ‖∞≤１

ｍｉｎ
ｘ

１
２‖ｙ－ｘ‖

２
２＋λｚ

ＴＡｘ （３）

式中，ｚ是一个对偶变量，‖·‖∞表示无穷范数。

由于（２）式中１范数的不可微性和高斯白噪声的
随机性，想要稳定的解出ｘ是困难的，而（３）式对变量
ｘ是可导的。与最优化问题（２）式相比，最大最小化问
题［１５］（３）式可以转换成一个带约束的最小二乘问题。
（３）式关于变量ｘ的解为：

ｘ＝ｙ－λＡＴｚ （４）
　　将（４）式代回（３）式，则对偶变量ｚ是如下优化问
题的解：

ｍｉｎ
‖ｚ‖∞≤１

１
２ ＡＴｚ－ｙ

λ

２

２
（５）

　　反过来，只需求出 ｚ，然后代入（４）式即可求解出
ｘ。传统上，基于投影的梯度下降法、半隐性梯度法等
用来求解（５）式。但是这些方法需要的迭代次数多，
收敛速度慢。下一节中将运用具有超线性收敛速度的

半光滑牛顿法来解（５）式。

２　结合ＧＭＲＥＳ的半光滑牛顿法

在这一节中，首先导出最优化问题（５）式的最优

化条件，然后介绍最优化条件的半光滑性，最后利用结

合ＧＭＲＥＳ的半光滑牛顿法对其求解以及分析该算法
的优越性———局部超线性收敛性。

２．１　最优化条件
引入Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，将有约束问题的（５）式转化

为无约束问题：

ｍｉｎ
ｚ，α

１
２ ＡＴｚ－ｙ

λ

２

２
＋∑

ｎ

ｉ＝０
αｉ（１－ｚｉ

２） （６）

　　由此可得最优化条件：

ＡＡＴｚ－ｙ( )λ ＋２αｚ＝０
αｉ（１－ｚｉ

２）
{

＝０
（７）

式中，α＝αｉｊ＝
αｉ，（ｉ＝ｊ）

０，（ｉ≠ｊ{ ）
，ｚ＝（ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ）

Ｔ，ｉ，ｊ＝１，

２，３，…，ｎ。
由于αｉ≥０，１－ｚｉ

２≥０，（７）式的第２个式子也称
为互补问题［１４］。

２．２　最优化条件的半光滑性
定义ＦＢ函数。对于互补问题，利用由：

φ（ａ，ｂ）＝ ａ２＋ｂ槡
２－ａ－ｂ （８）

定义的ＦｉｓｃｈｅｒＢｕｒｍｅｉｓｔｅｒ（ＦＢ）函数［１３］φ：Ｒ２→Ｒ来进
行定式。其中ａ≥０，ｂ≥０。

利用函数φ定义 ψｉ：Ｒ
ｎ→Ｒ（ｉ＝１，２，３，…，ｎ）函

数：ψｉ（ｘ）＝φ（ｘｉ，Ｆｉ（ｘ）），并令 ψｉ（ｘ）＝（ψ１（ｘ），…，

ψｎ（ｘ））
Ｔ，则关于向量值函数ψ：Ｒｎ→Ｒｎ的方程ψ（ｘ）＝

０与互补问题等价。但 ψ在满足 ｘｉ＝Ｆｉ（ｘ）＝０的 ｘ
处不可微，称为非光滑方程组。这也是大家熟知的非

线性互补问题 （ｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｉｔｙｐｒｏｂｌｅｍ，
ＮＣＰ），本文中采用半光滑牛顿法求解这类非光滑方程
组。下面引入次微分及牛顿导数的定义。

定义次微分。记 φ可微的点的全体构成的集合
为Ｓφ，定义：

Ｂφ（ｘ）＝｛ｌｉｍｋ→∞φ（ｘ
（ｋ））ｌｉｍ

ｋ→∞
ｘ（ｋ） ＝ｘ，

ｘ（ｋ）Ｓφ｝ （９）
　　该式称为φ在 ｘ处的次微分或 Ｂｏｕｌｉｇａｎｄ次微分
（简记为Ｂ次微分）［１６］。

定义牛顿／弱可微。假定ｆ：Ｒｎ→Ｒｍ，ｘ∈ｉｎｔｄｏｍｆ，
函数 ｆ在 ｘ处牛顿可微的定义是，存在矩阵 Ｄｆ（ｚ）∈
Ｒｍ×ｎ满足：

ｌｉｍ
ｚ∈ｄｏｍｆ，ｚ≠ｘ，ｚ→ｘ

‖ｆ（ｚ）－ｆ（ｘ）－Ｄｆ（ｚ）（ｚ－ｘ）‖２

‖ｚ－ｘ‖２
＝０

（１０）
　　则称ｆ：Ｒｎ→Ｒｍ在点 ｘ是牛顿（或弱）可微的，且
将Ｄｆ（ｚ）称为ｆ在ｘ处的牛顿导数［７］（或弱函数）。

０９２
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第４１卷　第２期 王　满　全变差噪声消除问题的半光滑牛顿法 　

众所周知，局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续函数均是牛顿可微
的（Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ定理［１６］）。它在 ｘ处的 Ｃｌａｒｋｅ次微分
与Ｂ次微分之间的关系式φ（ｘ）＝ｃｏ（Ｂφ（ｘ））成立。
其中ｃｏ（Ｂφ（ｘ））表示Ｂφ（ｘ）的凸包。

由于 ＦＢ函数是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续函数，则其
Ｃｌａｒｋｅ次微分可由下式给出：

φ（ａ，ｂ）＝

１－ ａ
ａ２＋ｂ槡

２
，１－ ｂ

ａ２＋ｂ槡
[ ]２

Ｔ

，（（ａ，ｂ）≠（０，０））

（１－ξ，１－η）Ｔ ξ２＋η２≤１，（（ａ，ｂ）＝（０，０
{

））

（１１）
　　由ＦＢ函数的定义，令ＦＢ函数为：

ｆ（αｉ，ｚｉ）＝ αｉ
２＋（１－ｚｉ

２）槡
２－

αｉ－（１－ｚｉ
２）＝０ （１２）

　　由于（１２）式是牛顿可微的和局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续
的，则Ｃｌａｒｋｅ次微分为：

ｆ（αｉ，ｚｉ）＝
－２ｚｉ（１－ｚｉ

２）

αｉ
２＋（１－ｚｉ

２）槡
２
＋２ｚｉ，

αｉ
αｉ
２＋（１－ｚｉ

２）槡
２[ ]－１

Ｔ

，

　（（αｉ，１－ｚｉ）≠（０，０））

（２ｚｉ＋ξ，１－η）
Ｔ ξ２＋η２≤１，

　（（αｉ，１－ｚｉ）＝（０，０













））

（１３）
　　根据ＦＢ函数的定义可将最优化条件（７）式变形
为：

Ａ（ＡＴｚ－ｙλ－１）＋２αｚ＝０

αｉ
２＋（１－ｚｉ

２）槡
２－αｉ－（１－ｚｉ

２）
{ ＝０

（１４）

　　运用Ｔａｙｌｏｒ展式得：

Ｐ Ｑ[ ]Ｈ Ｋ
δｚ
δ[ ]
α

＝－
Ｃ１
Ｃ[ ]
２

（１５）

式中，Ｐ＝ＡＡＴ＋２α，Ｑ＝２ｚ，Ｃ１＝Ａ（Ａ
Ｔｚ－ｙλ－１）＋２αｚ，

Ｃ２＝ αｉ
２＋（１－ｚｉ

２）槡
２－αｉ－（１－ｚｉ

２）；δｚ和δα表示迭
代步长。

当（αｉ，１－ｚｉ）≠（０，０）时，Ｈ是以 Ｈ１＝－２ｚｉ（１－

ｚｉ
２）／ αｉ

２＋（１－ｚｉ
２）槡
２＋２ｚｉ为对角线元素的对角矩

阵，Ｋ是以 Ｋ１＝αｉ／ αｉ
２＋（１－ｚｉ

２）槡
２－１为对角线元

素的对角矩阵。当（αｉ，１－ｚｉ）＝（０，０）时，Ｈ是以
Ｈ２＝２ｚｉ＋ξ为对角线元素的对角矩阵，Ｋ是以 Ｋ２＝
１－η为对角线元素的对角矩阵，且ξ２＋η２≤１。
２．３　ＧＭＲＥＳ方法与半光滑牛顿法

传统在解线性方程组（１５）式时［３］，利用了预处理

共轭梯度法（ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔｓｍｅｔｈｏｄ，

ＰＣＧ）［１７１８］。这种方法是处理大型病态方程组的有效
数值迭代算法，对矩阵进行预处理使条件数大大减小，

从而减小其病态性。但由于 ＰＣＧ方法是一种数值迭
代方法，主要求解对称的线性方程组，而（１５）式的系
数矩阵为非对称矩阵，如果应用 ＰＣＧ，那么必须先转
化为正规方程组，增加了计算量，影响 ＳＳＮ最终的计
算时间。所以接下来，介绍求解该非对称线性方程组

的另一种方法———ＧＭＲＥＳ，并利用数值实验对比整体
效果。

广义最小残差法于１９８６年由 ＳＡＡＤ和 ＳＣＨＵＬＴＺ
提出［７］，最吸引人的地方在于算法的高效性和稳定

性。每一步只需要进行少量（１个或２个）矩阵向量的
乘积，与解同样非线性方程组的其它方法相比具有存

贮量少的特点，并且能充分利用矩阵的稀疏结构，计算

过程不再需要单独对矩阵进行存储，从而大大节约了

内存，且易于进行计算。

ＧＭＲＥＳ算法的具体步骤如下：
（１）选初始迭代向量 ｘ（０），计算残量 ｒ（０）＝ｂ－

Ｇｘ（０）和初始正交向量ｖ（１）＝ｒ（０）／‖ｒ（０）‖２。

（２）对ｊ＝１，２，…；ｉ＝１，２，…，ｊ。

ｈ（ｉ，ｊ） ＝（Ｇｖ（ｊ），ｖ（ｉ）），ｖ^（ｊ＋１） ＝Ｇｖ（ｊ）－∑
ｊ

ｉ＝１
ｈ（ｉ，ｊ）ｖ（ｉ）

ｈ（ｊ＋１，ｉ） ＝‖ ｖ^（ｊ＋１）‖２，ｖ
（ｊ＋１） ＝ｖ^（ｊ＋１）／ｈ（ｊ＋１，ｉ

{
）

（１６）
　　（３）形成近似解ｘ（ｋ）＝ｘ（０）＋ｕ（ｋ），其中ｕ（ｋ）为最小
二乘问题的解：

‖ｒ（ｋ）‖２ ＝‖ｂ－Ｇ（ｘ
（０）＋ｕ（ｋ））‖２ ＝

‖ｒ（０）－Ｇｕ（ｋ）‖２ ＝ｍｉｎ｛‖ｒ
（０）－Ｇｕ‖２｝（１７）

　　利用此方法对（１５）式求解δｚ和δα，然后代入迭代
公式：

ｚ（ｋ＋１）

α（ｋ＋１[ ]） ＝ ｚ
（ｋ）

α（ｋ[ ]） ＋ δｚδ[ ]
α

（１８）

解得最优值ｚ，最后代回（４）式可求得最优解ｘ。
结合ＧＭＲＥＳ的半光滑牛顿法见下。其中，函数

为：ｘ＝ｆＳＳＮ（ｙ，Ａ，λ）。输入为：ｙ，Ａ，λ。
（１）初始化ｚ（０），α（０）。
（２）ｆｏｒｋ＝１：ｃ，其中ｃ为最大迭代次数。
（３）用半光滑牛顿法求解（１４）式的第２个式子：

ｆ（αｉ，ｚｉ）＝
（Ｈ１，Ｋ１）

Ｔ，（（αｉ，１－ｚｉ）≠（０，０））

（Ｈ２，Ｋ２）
Ｔ，（（αｉ，１－ｚｉ）＝（０，０{ ））

（１９）

式中，当（αｉ，１－ｚｉ）≠（０，０）时，Ｈ１是以 －２ｚｉ（１－

ｚｉ
２）／ αｉ

２＋（１－ｚｉ
２）槡
２＋２ｚｉ为对角线元素的对角矩

阵，Ｋ１是以 αｉ／ αｉ
２＋（１－ｚｉ

２）槡
２－１为对角线元素的

１９２
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　 激　　光　　技　　术 ２０１７年３月

对角矩阵；当（αｉ，１－ｚｉ）＝（０，０）时，Ｈ１是以２ｚｉ＋ξ为
对角线元素的对角矩阵，Ｋ１是以１－１－η为对角线元
素的对角矩阵，且ξ２＋η２≤１。

（４）通过求解（１８）式更新ｚ和α。
（５）当迭代次数达到ｃ或相对误差ｌ＜１０－４，结束。
（６）代回（４）式：ｘ＝ｙ－λＡＴｚ。
（７）输出ｘ。

２．４　局部超线性收敛性
在本小节中将阐述结合 ＧＭＲＥＳ的半光滑牛顿法

的优越性———局部超线性收敛性。这里，局部意味着

只有当选择的初始点 ｙ（０）＝（ｚ（０），α（０））充分接近真实
解ｙ＝（ｚ，α）时，结论才成立，其中变量 ｚ是变量 ｘ
的对偶变量。

由于方程组（１４）式的第１式是光滑函数，所以现
在只考虑（１４）式的第２式：

Ｆ（ｙ）＝Ｆ（ｚ，α）＝ α２＋（１－ｚ２）槡
２－

α－（１－ｚ２）＝０ （２０）
式中，Ｆ为Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续且半光滑函数。求解（１３）式
的广义牛顿法迭代公式如下：

ｙ（ｋ＋１） ＝ｙ（ｋ）－Ｖｋ
－１Ｆ（ｙ（ｋ）），

（Ｖｋ∈ＢＦ（ｙ
（ｋ））） （２１）

　　设ｙ为（２０）式的解，若任意的Ｖ∈Ｆ（ｙ）为非奇
异的，参考文献［１９］中证明了由（２１）式给出的迭代公
式是适定的，并具有超线性收敛性质，即：

‖ｙ（ｋ＋１）－ｙ‖ ＝ｏ（‖ｙ（ｋ）－ｙ‖） （２２）
　　通过第２节中的讨论知道，结合 ＧＭＲＥＳ的半光
滑牛顿法在求解非奇异非对称线性方程组问题时，有

着收敛速度快、占用存储空间小的优点，且算法是局部

超线性收敛的。但该算法只适用于高斯白噪声的去噪

问题，其它噪声类型的情况需要另做推广。

３　数值结果及分析

本文中讨论运用结合 ＧＭＲＥＳ的半光滑牛顿法对
含有随机高斯白噪声图像去噪，并与结合ＰＣＧ的半光
滑牛顿法、ＡＤＭＭ［２０２２］方法进行比较。虽然 ＡＤＭＭ算
法出现比较早，但是在最近几年才应用到图像处理中

且效果比较好。作者做了大量对比实验，程序编写在

ＭＡＴＬＡＢＲ２００７ｂ中进行。采用定量指标：峰值信噪比
（ｐｅａｋｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）和均方误差（ｍｅａｎ
ｓｑｕａｒｅｄｅｒｒｏｒ，ＭＳＥ）对图像质量进行评价。其定义分
别如下：

ＲＰＳＮＲ ＝１０ｌｇ
２５５２

∑
ｉ
∑
ｊ

（Ｊｉｊ－Ｉｉｊ）
２

ＭＮ

ＲＭＳＥ ＝
１
ＭＮ∑ｉ∑ｊ（Ｊｉｊ－Ｉｉｊ）









 ２

（２３）

式中，Ｍ和Ｎ为图像尺寸大小，Ｉ和Ｊ分别是原始无噪
图像和恢复后的图像，Ｉｉｊ和 Ｊｉｊ表示图像像素。ＲＰＳＮＲ值
越大或ＲＭＳＥ值越小，恢复效果越好。在理论和实践的
指导下，一般使用原始图像 ｘ的连续迭代值之间的差
‖ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ）‖２

２来度量算法的收敛性。另外引入相

对误差ｌ作为算法的停止条件。其定义如下：

ｌ＝
‖ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ）‖２

２

‖ｘ（ｋ＋１）‖２
２

（２４）

　　设定当ｌ≤１０－４或者迭代次数达到最大迭代次数
ｃ时停止迭代。

３．１　１维信号去噪问题

先给出差分矩阵Ａ和信号ｘ：

Ａ＝

－１ １
－１ １

 











－１ １（ｎ－１）×ｎ

ｘｉ＝

５ｘｉ－０．５，（０．１＜ｘｉ≤０．３）

１．２０，（０．４＜ｘｉ≤０．４２）

１．２０，（０．４５＜ｘｉ≤０．４８）

１．０，（０．８５＜ｘｉ≤０．９５）

０，（ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ































）

（２５）

式中，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），ｉ＝１，２，…ｎ。去噪模型为
（１）式，这里噪声数据是服从 ｎ（０，１）正态分布的随机
高斯白噪声。选择不同的正则化参量 λ，在解非对称
线性方程组时比较分别结合ＧＭＲＥＳ，ＰＣＧ的半光滑牛
顿法和ＡＤＭＭ这３种算法，观察定量指标ＲＭＳＥ的变化
情况。

图１ａ中给出了高斯噪声的方差δ＝８的信号图形
的真实数据与噪声数据。图１ｂ、图１ｃ和图１ｄ表示在
高斯噪声的方差δ＝８、正则化参量 λ＝５０的情况下，
分别结合ＧＭＲＥＳ，ＰＣＧ的半光滑牛顿法和ＡＤＭＭ这３
种算法的对比去噪图形。图１ｅ表示均方误差 ＲＭＳＥ随
迭代时间ｔ的变化曲线。图１ａ、图１ｂ、图１ｃ和图１ｄ的
横坐标ｖ均表示离散点的坐标，无单位。图１ａ纵坐标
ｗ表示观察到的离散点所对应的值，图１ｂ、图１ｃ和图
１ｄ的纵坐标ｗ分别表示用不同方法恢复离散点所对
应的值，均无单位。表１中给出当正则化参量 λ＝５０
时，随着参量β的变化，３种算法的迭代次数ｋ、迭代时
间ｔ和均方误差ＲＭＳＥ的变化数据。

表１中，ｋ１，ｋ２和 ｋ３分别表示结合 ＧＭＲＥＳ，ＰＣＧ
的ＳＳＮ和ＡＤＭＭ算法恢复信号的迭代次数；ｔ１，ｔ２和ｔ３
分别表示结合 ＧＭＲＥＳ，ＰＣＧ的 ＳＳＮ和 ＡＤＭＭ算法恢
复信号的迭代时间；ｍ１，ｍ２和 ｍ３分别表示结合
ＧＭＲＥＳ，ＰＣＧ的ＳＳＮ和ＡＤＭＭ算法恢复信号的ＲＭＳＥ。

２９２
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第４１卷　第２期 王　满　全变差噪声消除问题的半光滑牛顿法 　

Ｆｉｇ１　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆ１Ｄｓｉｇｎａｌ（δ＝８，λ＝５０）
ａ—ｒｅａｌｄａｔａａｎｄｎｏｉｓｅｄａｔａ　ｂ—ＳＳＮｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｄｂｙＧＭＲＥＳ　ｃ—ＳＳＮｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｄｂｙＰＣＧ　ｄ—ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ　ｅ—ＲＭＳＥｖａｒｉａ
ｔｉｏｎｃｕｒｖｅｖｓ．ｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｔ

Ｔａｂｌｅ１　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓｗｈｅｎλ＝５０

β ｋ１ ｔ１ Ｍ１ ｋ２ ｔ２ Ｍ２ ｋ３ ｔ３ Ｍ３

２．２ ２９ ２．１４８５ ０．０６６２×１０５ １５ １９．９１９１ ０．０９９２×１０５ １０００ ５．２５８３ ０．１３９４×１０５

２．３ ４９ ２．３７４０ ０．０５０１×１０５ １７ ２１．２８１４ ０．０７０２×１０５ １０００ ５．４３８３ ０．１２２５×１０５

２．４ ８６ ３．１６０６ ０．０４８４×１０５ ２０ ２５．９７１６ ０．０５８１×１０５ １０００ ４．３９０７ ０．１３４９×１０５

２．５ ７０ ４．１５９５ ０．０３４７×１０５ １５ １７．９１９４ ０．０４９５×１０５ １０００ ４．１６５３ ０．１１２１×１０５

２．６ ４４ １．５４６６ ０．０４５０×１０５ １５ １６．９８８０ ０．０５７９×１０５ １０００ ４．０７２９ ０．１４６７×１０５

２．７ ５４ ３．３１４５ ０．０４７０×１０５ １５ １８．７１７９ ０．０６６３×１０５ １０００ ４．０２１２ ０．１５６５×１０５

２．８ ４５ ３．０２５９ ０．０４３７×１０５ １７ １９．６２１９ ０．０７７４×１０５ １０００ ４．２３５３ ０．１６２０×１０５

２．９ ６２ ２．２９０９ ０．０４７２×１０５ １６ １９．７４１８ ０．０８６１×１０５ １０００ ４．１８８６ ０．１７４８×１０５

３．０ ４５ ３．００７３ ０．０５０９×１０５ ２４ ２８．２３９８ ０．０７４３×１０５ １０００ ４．９１９５ ０．１８５４×１０５

３．１ ５６ ２．１８５９ ０．０５９１×１０５ ２２ ２８．３７３９ ０．０８２０×１０５ １０００ ５．０４６６ ０．１９４９×１０５

３．２ ８０ ２．７８７７ ０．０４２１×１０５ １８ ２２．８５５２ ０．０５６５×１０５ １０００ ３．９６５６ ０．１９１５×１０５

３．３ ４４ ３．２９７１ ０．０５１４×１０５ １５ １７．４５９６ ０．０７９３×１０５ １０００ ４．０８５１ ０．１９７１×１０５

３．４ ８４ ５．００００ ０．０５１１×１０５ １５ １９．５１１３ ０．０８６６×１０５ １０００ ５．６６１７ ０．２３４８×１０５

３．５ ７３ ２．７４４３ ０．０４３２×１０５ １８ ２３．２７１５ ０．０５９４×１０５ １０００ ４．４３８３ ０．２２４９×１０５

　　由表１看出：ＡＤＭＭ算法运行１０００次没有达到收
敛标准，随着参量β不同，运行时间可能不同。虽然结
合ＧＭＲＥＳ的 ＳＳＮ迭代次数不是最少，但迭代时间比
结合ＰＣＧ的 ＳＳＮ和 ＡＤＭＭ的少很多，而且它的 ＲＭＳＥ
比结合 ＰＣＧ的 ＳＳＮ和 ＡＤＭＭ的 ＲＭＳＥ小很多，效果很
好。综合图１和表１发现，结合 ＧＭＲＥＳ的 ＳＳＮ和结
合ＰＣＧ的ＳＳＮ都具有局部超线性收敛性，ＡＤＭＭ只有
线性收敛性。

３．２　２维图像去噪问题
选取图像处理中常用的Ｃａｍｅｒａｍａｎ图像作为测试

目标，并对其加入标准方差δ＝１２的高斯白噪声。Ｃａｍ

ｅｒａｍａｎ图像中不但含有像素跳跃区域（相机支架）、图
像渐变区域（天空），而且还含有图像震荡区域（草坪）。

实验中取正则参量λ＝８，图２中给出了结合ＧＭＲＥＳ的
半光滑牛顿法和结合ＰＣＧ的半光滑牛顿法去噪结果。
其中图２ａ为原始图像；图２ｂ是含噪图像；图２ｃ是结合
ＧＭＲＥＳ的半光滑牛顿法的去噪结果；图２ｄ是结合ＰＣＧ
的半光滑牛顿法的去噪结果；图２ｅ和图２ｆ分别是定量
指标ＲＰＳＮＲ和ＲＭＳＥ随时间ｔ的变化曲线图。

从图２可以看出，无论从ＲＰＳＮＲ，ＲＭＳＥ还是时间ｔ方
面作比较，结合 ＧＭＲＥＳ的半光滑牛顿法均优于结合
ＰＣＧ的半光滑牛顿法。

３９２
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　 激　　光　　技　　术 ２０１７年３月

Ｆｉｇ２　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆ２Ｄｉｍａｇｅ（δ＝１２，λ＝８）
ａ—ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ　ｂ—ｎｏｉｓｅｉｍａｇｅ　ｃ—ｒｅｃｏｖｅｒｉｍａｇｅｏｆＳＳＮｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｄｂｙＧＭＲＥＳ　ｄ—ｒｅｃｏｖｅｒｉｍａｇｅｏｆＳＳＮｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｄｂｙＰＣＧ　ｅ—ＲＰＳＮＲｖａｒｉａｔｉｏｎ
ｃｕｒｖｅｖｓ．ｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｔ　ｆ—ＲＭＳＥｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｖｓ．ｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｔ

４　结　论

利用半光滑牛顿法处理全变差噪声消除问题。结

合ＧＭＲＥＳ的半光滑牛顿法具有局部超线性收敛性的
优越性，不仅能够有效的提高恢复信号和图像的质量，

而且与结合ＰＣＧ的半光滑牛顿法、ＡＤＭＭ相比时，收
敛速度快且稳定。
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