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第３８卷　第５期
２０１４年９月

激　　光　　技　　术
ＬＡＳＥＲＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ

Ｖｏｌ．３８，Ｎｏ．５
Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ，２０１４

　　文章编号：１００１３８０６（２０１４）０５０６２７０５

数字梯度敏感法在静态断裂力学实验中的应用

俞　海１，郭荣鑫１，夏海廷１，颜　峰１，张玉波１，何天淳２

（１．昆明理工大学 工程力学系 云南省先进材料力学行为与微观结构设计高校重点实验室，昆明 ６５０５００；２．云南
大学，昆明 ６５０５００）

摘要：为了研究断裂力学问题中裂纹尖端区域的局部变形场和断裂特性，采用数字梯度敏感法对带有中心贯

穿裂纹的有机玻璃有限宽板条进行了静态实验研究。实验过程中通过 ＣＣＤ记录裂纹尖端区域不同应力状态下的
散斑图，对记录的散斑图进行相关运算，得到了不同应力状态下裂纹尖端周围区域内的光线偏转角，并通过偏转角

对Ⅰ型裂纹的应力强度因子进行了提取。结果表明，通过数字梯度敏感方法计算得到的应力强度因子与理论值吻
合相对较好。

关键词：图像处理；断裂力学；数字梯度敏感；数字图像相关；偏转角；应力强度因子
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引　言

数字梯度敏感［１２］（ｄｉｇｉｔａｌｇｒａｄｉｅｎｔｓｅｎｓｉｎｇ，
ＤＧＳ）法是基于数字图像相关（ｄｉｇｉｔａｌｉｍａｇｅｃｏｒｒｅｌａ
ｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ＤＩＣ）法［３６］的一种非接触、全场光学测

量技术，其原理是根据应力导致光线的偏转使透明

材料表现出的弹光效应来建立面内应力梯度与光线

微小偏转量之间的关系，偏转角可以利用数字图像

相关方法来获取。因为此方法对面内应力梯度敏

感，因此，利用它可以对平面应力状态下的断裂等应

力集中问题进行研究。在对断裂问题的研究中，全

场测量方法还包括：光弹性法、云纹干涉法、焦散线

以及相干敏感梯度法。这些方法由于对所采用的光

源要求较高以及对材料的有所限制，而且需要对试

样表面进行大量处理等复杂的工序，因此其适用范

围受到很大限制。而数字梯度敏感基于数字图像相

关方法，因此它对环境要求低、光路简单，而且具有

可以实时、全场测量的特点故受到相关学者的重视。

ＰＥＲＩＡＳＡＭＹ用此方法研究了静态和动态荷载下局
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　 激　　光　　技　　术 ２０１４年９月

部应力集中区域应力梯度的分布［７］。本文中基于

此方法对有机玻璃（ｐｏｌｙｍｅｔｈｙｌｍｅｔｈａｃｒｙｌａｔｅ，ＰＭＭＡ）
有限宽板条的中心贯穿裂纹进行了静态实验研究，

得到了裂纹尖端周围区域应力梯度场的分布图，并

对应力强度因子ＫⅠ进行了测量，获得了与理论值吻
合相对较好的结果。

１　基本原理

１．１　ＤＧＳ方法原理
如图１所示，用（ｘ，ｙ），（ｘ０，ｙ０）分别表示试件和

目标板面内笛卡尔坐标系，ＣＣＤ光轴与 ｚ轴一致，Ｌ
是ＣＣＤ与试件中的距离。在参考状态下（试件不受
荷载），试件的厚度和折射率分别为 Ｂ和 ｎ，目标板
面上Ｐ点的信息通过试件上 Ｏ点被 ＣＣＤ所记录。
在变形状态下（试件受荷载），由于应力改变导致试

件折射率的改变和泊松效应导致试件厚度的改变，

使Ｐ点附近Ｑ点的信息通过试件上Ｏ点被ＣＣＤ所
记录。在此过程中，光路由参考状态下的 ＯＰ变为
变形状态下的ＯＱ，因此，通过确定ＰＱ和Δ（试件中
平面与散斑板的距离）便可计算得到 ＯＱ相对于光
轴的偏转角ｘ和ｙ。

Ｆｉｇ１　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｏｆｔｈｅｄｉｇｉｔａｌｇｒａｄｉｅｎｔｓｅｎｓｉｎｇ（ＤＧＳ）

ｍｅｔｈｏｄ

以Ｏ为原点，珒ｉ，珒ｊ和珒ｋ分别为笛卡尔坐标系下的
单位方向向量，试件未变形时，珒ｋ与光轴重合，此时
ＣＣＤ通过试件Ｏ（ｘ，ｙ）点记录散斑板面上Ｐ（ｘ０，ｙ０）
点信息。试件发生变形时，由于光路的改变，散斑板

面上Ｑ（ｘ０＋δｘ，ｙ０＋δｙ）点通过Ｏ（ｘ，ｙ）点被 ＣＣＤ记
录，其中 δｘ和 δｙ分别为 ＰＱ在 ｘ，ｙ方向上的分量。
光路ＯＱ的单位向量用下式表示：

珗ｄ＝α珒ｉ＋β珒ｊ＋γ珒ｋ （１）
式中，α，β和 γ是珗ｄ的方向余弦。由应力改变导致

的试件折射率变化和泊松效应导致的试件厚度变化

产生的光程差表示如下［８］：

δＳ（ｘ，ｙ）＝２Ｂ（ｎ－１）∫
１／２

０
εｚｚｄ

ｚ( )Ｂ ＋
∫
１／２

０
δｎｄ ｚ( )Ｂ （２）

式中，ｎ是试件未变形时的折射率，Ｂ是试件的厚
度。方程中的第１项代表厚度变化引起的光程差，
第２项代表折射率变化引起的光程差。根据 Ｍａｘ
ｗｅｌｌＮｅｕｍａｎｎ定律和线弹性力学理论，对于光学各
向同性且无双折射性质的材料，折射率变化与主应

力之间的关系为［９］：

δｎ（ｘ，ｙ）＝Ｄ１（σｘｘ＋σｙｙ＋σｚｚ） （３）
式中，Ｄ１是应力光学常数，σｘｘ，σｙｙ和 σｚｚ是 ｘ，ｙ和 ｚ
方向的正应力。由各向同性材料广义胡克定理和线

弹性理论εｚｚ＝
１
Ｅ［σｚｚ－ν（σｘｘ＋σｙｙ）］。那么（２）式

写为：

δＳ＝２ＢＤ１－
ν
Ｅ（ｎ－１[ ]）×

∫
１／２

０
（σｘｘ＋σｙｙ）１＋Ｄ２

σｚｚ
ν（σｘｘ＋σｙｙ

( )[ ]{ }）
ｄ ｚ( )Ｂ
（４）

式中，Ｄ２＝ νＤ１＋ν（ｎ－１）[ ]／Ｅ／Ｄ１－ν（ｎ－１）[ ]／Ｅ，
Ｅ和ν为试件的弹性模量和泊松比。在平面应力状
态下，（４）式简化为：

δＳ（ｘ，ｙ）≈ＣσＢ（σｘｘ＋σｙｙ） （５）
式中，Ｃσ＝Ｄ１－（ν／Ｅ）（ｎ－１）是材料的光学常数。
由于弹光效应使光程发生改变导致光线相对于光轴

的偏转角，由光程函数得到的光传播矢量为［８］：

珗ｄ＝（δＳ）
ｘ
珒ｉ＋（δＳ）

ｙ
珒ｊ＋珒ｋ （６）

　　从（１）式、（５）式、（６）式得知，对于小偏转角，方
向余弦与面内应力梯度存在如下关系：

α＝（δＳ）ｘ
＝ＣσＢ

（σｘｘ＋σｙｙ）
ｘ

（７）

β＝（δＳ）ｙ
＝ＣσＢ

（σｘｘ＋σｙｙ）
ｙ

（８）

　　经简单几何推导可以得到小偏转角下方向余弦
α，β与偏转分量ｘ，ｙ之间的关系：

ｘ≈
δｘ
Δ≈α

＝ＣσＢ
（σｘｘ＋σｙｙ）

ｘ
（９）

ｙ≈
δｙ
Δ≈β

＝ＣσＢ
（σｘｘ＋σｙｙ）

ｙ
（１０）

８２６
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第３８卷　第５期 俞　海　数字梯度敏感法在静态断裂力学实验中的应用 　

　　（９）式和（１０）式便是数字敏感梯度法的控制方
程，已知Ｃσ和Ｂ就可以得到面内应力梯度，而δｘ，δｙ
可利用２维数字图像相关方法获取。
１．２　数字图像相关方法原理

数字图像相关方法是对运动、变形前后所采集

得到的物体表面的两幅数字图像（散斑图像）进行

相关匹配，以测量物体的位移、应变及场的分布，当

物体表面变形时，物体表面的散斑随物体的变形而

运动，物体表面随机分布的散斑点即为位移及变形

的载体。其基本原理如图２所示，在参考图像中取以
某待求像素点 Ｐ（ｘ０，ｙ０）为中心的（２Ｍ＋１）ｐｉｘｅｌ×
（２Ｍ＋１）ｐｉｘｅｌ大小的正方形区域作为参考图像子
区，在目标图像中通过一定的搜索方法按预先定义

的相关函数进行相关计算，寻找与参考图像子区互

相关系数最大或最小（取决于所选择的相关函数）

以 Ｐ′（ｘ０′，ｙ０′）为中心的目标图像子区，以确定
Ｐ（ｘ０，ｙ０）点在ｘ和ｙ方向上的位移分量 ｕ和 ｖ。更
详细的内容可以参考相关文献［３６］。

Ｆｉｇ２　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｓｏｆＤＩＣｍｅｔｈｏｄ

２　实验研究

２．１　实验
基于上述理论，本文中对透明 ＰＭＭＡ有限宽板

条的中心贯穿裂纹进行了静态实验。试样的尺寸为

４００ｍｍ×１００ｍｍ×３．８ｍｍ，中心裂纹为如图３所示
长度为３１ｍｍ的尖裂纹。实验前先对一表面平整的
板面进行处理，使其表面具有随机分布的散斑点以

作为本文中实验的目标板，并将其置于试件后方 Δ
处（本文中Δ＝３２ｍｍ），且保证与试件表面平行。然
后用ＣＣＤ记录不同加载时刻目标板表面的散斑图
像作为目标图像，采集图像时通过调整ＣＣＤ焦距使
图像最清晰为佳。实验中图像采集系统采用分辨率

　　

Ｆｉｇ３　ＰｈｏｔｏｓｏｆａＰＭＭＡｓｐｅｃｉｍｅｎ

为２４４８ｐｉｘｅｌ×２０４８ｐｉｘｅｌ的ＣＣＤ，标定系数为１ｍｍ＝
９５ｐｉｘｅｌ。图４为 ＣＣＤ聚焦于试件表面和目标板表
面裂尖附近区域的图像。从图４可以看出，由于受
边界效应的影响，裂纹面附近区域的图像相对模糊，

因此在用数字图像相关方法获取裂尖附近的 δｘ和
δｙ时不再考虑此区域。

Ｆｉｇ４　Ｐｈｏｔｏｓｏｆｃｒａｃｋｔｉｐａｎｄｉｔｓｓｐｅｃｋｌｅｐａｔｔｅｒｎ

在对变形前后所采集的数字图像进行相关运算

时，采用作者编写的基于 ＭＡＴＬＡＢ的数字图像相关
计算软件，由于依附于ＭＡＴＬＡＢ，因此可以很好地借
助于ＭＡＴＬＡＢ在数值计算和图像处理方面的优势
而扩展其相关功能，操作简单、功能齐全。在相关计

算中，由于加载过程中受应力集中的影响，试件裂尖

附近区域对应的图像变形较大，为了尽量保证实际

变形与算法所采用形函数的匹配［１０］，采用３１ｐｉｘｅｌ×
３１ｐｉｘｅｌ相对较小的计算子区。

图５显示了通过计算得到的裂尖附近矩形区域
内不同荷载下偏转角 ｘ和 ｙ的等高线，可以看出
偏转角ｘ和ｙ分别呈轴对称分布，而且越靠近裂
纹尖端等高线越密，说明越靠近裂尖，应力奇异性

９２６
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　 激　　光　　技　　术 ２０１４年９月

　　

Ｆｉｇ５　Ａｎｇｕｌａｒｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｘａｎｄｙｃｏｎｔｏｕｒｓｎｅａｒｃｒａｃｋｔｉｐａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｏａｄｌｅｖｅｌｓ（ｃｏｎｔｏｕｒｉｎｔｅｒｖａｌｉｓ２×１０－４ｒａｄｉａｎ）

越大，应力集中程度越高。这与参考文献［９］中所
采用方法得到的结果完全一致，与参考文献［９］中
所不同的是，数字敏感梯度法只需一次相关计算便

可同时得到对应荷载下的偏转角ｘ和ｙ。
２．２　ＫⅠ的测定

根据ＷＩＬＬＩＡＭＳ对Ⅰ型裂纹应力场的描述，面
内应力梯度描述如下［８］：

ｘ ＝ＣσＢ
（σｘｘ＋σｙｙ）

ｘ
＝

ＣσＢ∑
∞

Ｎ＝１
ＡＮ
Ｎ
２－( )１ｒＮ２－２ｃｏｓＮ２－( )２θ （１１）

ｙ ＝ＣσＢ
（σｘｘ＋σｙｙ）

ｙ
＝

ＣσＢ∑
∞

Ｎ＝１
ＡＮ
Ｎ
２－( )１ｒＮ２－２ｓｉｎＮ２－( )２θ （１２）

式中，对于ＰＭＭＡ，Ｃσ＝－０．９×１０
－１０ｍ２／Ｎ。（ｒ，θ）

为定义在裂尖处的极坐标。Ａ１＝ＫⅠ
２
槡π

，ＫⅠ为对

应的Ⅰ型裂纹应力强度因子。在 Ｋ主导假设前提
下，上式中Ｎ≥２项相对于Ｎ＝１项可以忽略。于是
（１１）式、（１２）式化简为：

ｘ≈ＣσＢ －
Ａ１( )２ ｒ－

３
２ｃｏｓ－３θ( )[ ]２

（１３）

ｙ≈ＣσＢ －
Ａ１( )２ ｒ－

３
２ｓｉｎ－３θ( )[ ]２

（１４）

　　从（１３）式、（１４）式可以看出，只要知道 Ｃσ，Ｂ

和偏转角ｘ或ｙ便可计算得到应力强度因子ＫⅠ。
本文中对０．３≤ｒ／Ｂ≤１．２和 －９０°≤θ≤９０°区域所
包含点通过最小二乘提取应力强度因子，这样可以

有效减小因距裂尖过远或过近对计算结果产生的影

响。根据Ｉｒｗｉｎ应力强度因子理论，应力强度因子用

如下公式计算［１１］：　　　　ＫＩ＝Ｃσ π槡 ａ （１５）
式中，Ｃ为几何形状因子，对于有限宽板条的中心贯
穿裂纹（如图６所示，其中，２ａ是裂纹的长度，２ｂ是
有限宽板的宽度），本文中采用 Ｉｓｉｄａ公式的最小二
乘法拟合［１１］：

Ｃ＝１＋０．１２８（ａ／ｂ）－０．２８８（ａ／ｂ）２＋
１．５２５（ａ／ｂ）３ （１６）

　　将（１６）式带入（１５）式可得：

Ｆｉｇ６　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｏｆｔｈｅｌｉｍｉｔｅｄｗｉｄｔｈｓｐｅｃｉｍｅｎｗｉｔｈｃｅｎｔｅｒｃｒａｃｋ

０３６
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第３８卷　第５期 俞　海　数字梯度敏感法在静态断裂力学实验中的应用 　

ＫⅠ ＝ １＋０．１２８ ａ( )ｂ －０．２８８ ａ( )ｂ
２[ ＋

１．５２５ ａ( )ｂ ]３ Ｆ
２ｂＢ π槡 ａ （１７）

式中，Ｆ是加载力。
采用此公式可以对本文中描述问题的应力强度

因子进行理论计算。图７显示，本文中通过实验计
算得到的应力强度因子ＫⅠ与理论值吻合较好。

Ｆｉｇ７　Ｔｈｅｏｒｙａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｄａｔａｏｆｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒｓｕｎｄｅｒｄｉｆ
ｆｅｒｅｎｔｌｏａｄｌｅｖｅｌｓ

３　结　论

介绍了数字梯度敏感测量技术的基本原理，并

将其运用于 ＰＭＭＡ材料Ⅰ型裂纹尖端变形场和断
裂特征的测量，通过数字图像相关方法对光线偏转

角的计算提取了Ⅰ型裂纹应力强度因子 ＫⅠ。结果
表明：ＤＧＳ方法对断裂力学裂纹尖端区域的应力梯
度敏感；通过ＤＧＳ方法测得的 ＫⅠ与理论结果吻合
较好；由于ＤＧＳ方法对环境要求低、光路简单，且与
现已比较成熟的ＤＩＣ方法相结合，在相关材料应力
集中问题全场测量方面是一种行之有效的方法。
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