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严格耦合波法计算体布喇格光栅衍射效率
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( 空军工程大学 电讯工程学院，西安 710077)

摘要: 为了获得更精确的光栅衍射效率，采用严格耦合波理论建立体布喇格光栅衍射机理模型，分析了运用严格

耦合波理论实现体光栅的衍射效率计算，并利用正交 Legendre多项式展开法求解耦合波方程，取得了体布喇格光栅衍
射效率稳定的数值解，得到的仿真结果符合理论计算。结果表明，相对于矩阵法，该算法具有更好的收敛速率，且比 Ko-
gelnik耦合波理论解法更精确。
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Calculation of diffraction efficiency of volume Bragg gratings with
rigorous coupled-wave method

ZHANG Xi，ZHAO Shang-hong，CHU Xing-chun
( Telecommunication Engineering Institute，Air Force Engineering University，Xi’an 710077，China)

Abstract: In order to obtain the accurate diffraction efficiency of gratings，the diffraction mechanism of volume Bragg
gratings was established and the diffraction efficiency was calculated with the rigorous coupled-wave method． The first-order
coupled Maxwell’s equations was solved in terms of Legendre polynomials，and the diffraction efficiency of volume Bragg gratings
was obtained． The simulation results were consistent with theoretical calculation results． This method converges faster than the
matrix method，and is more precise than the Kogelnik coupling wave theory．
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引 言

随着体全息技术的发展，一种具有高效衍射性能

的光栅———体布喇格光栅逐渐成为现代光学技术中的
重要光学元件。体布喇格光栅是利用光学全息方法在
存储材料中制作的一种体相位光栅，具有较好的角选

择性和谱选择性［1］。利用光热折变无机玻璃为基底
制作的体布喇格光栅具有较好的热稳定性、折射率稳
定性和机械稳定性，因而广泛地应用于激光组束、光束
偏转、滤波器设计等领域［2-5］。衍射效率是体布喇格光
栅最重要的参量之一，体全息元件的衍射效率通常用

Kogelnik耦合波理论计算［6］。Kogelnik 耦合波理论数
学计算较为简单，但是它实际上采用了一系列近

似［7-10］: ( 1) 忽略了边界衍射; ( 2 ) 忽略了场振幅的 2
阶导数; ( 3) 只能计算特定的有效衍射级次并认为该

级次满足 Bragg 条件。由于这些近似，在许多情况得
出的结果不精确甚至不正确，局限性比较大。由于严
格耦合波( rigorous coupled-wave，RCWA) 理论物理概
念清晰、易于稳定地数值模拟计算，是分析衍射效率的
严格矢量方法。因此，作者采用 RCWA理论严格计算
了折射率调制型体全息光栅衍射特性，对光栅内部磁

场利用正交 Legendre多项式展开，从而分析体布喇格
光栅的衍射效率，该方法可以得到体布喇格光栅衍射

效率稳定的数值解，并与 Kogelnik 耦合波理论进行
比较。

1 严格耦合波理论

1. 1 光栅理论模型

本文中只讨论入射光是 TE 偏振的情况。体布喇
格光栅的衍射分布情况如图 1 所示。光栅厚度为 d，光
栅周期为 Λ，一平面波以 θ 角入射( 波长为 λ) ，产生各
级反射波和透射波。区域 1 ( 入射区) 和区域 3 ( 出射
区) 都是均匀介质，其相对介电常数分别为 ε1 和 ε3 ; 区

域 2( 光栅区) 为非均匀介质，其平均介电常数为 ε2。
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Fig ． 1 Diffraction of volume Bragg grating

作者研究的是倾斜入射平面波在体布喇格光栅的

衍射情况，因此只考虑电场。相对介电常数调制区:
ε( x，z) = ε2 + Δεcos［K( xsin + zcos) ］ ( 1)

式中，Δε为介电常数变化的振幅; K 为光栅矢量( K =
2π
Λ
) ; 为光栅倾斜角( K 与 z 轴夹角) ，非调制区的相

对介电常数 ε1 = ε3。
1. 1. 1 光栅内部电磁场 解决平面光栅衍射问题的
一般方法是找出 3 个区域波动方程的解［11］，然后通过
解差分波动方程来确定未知常数。区域 2 为调制区，
其电场可表示为:

E2 = ∑
i
S^ i ( z) exp［－ jβi x + ξ2i z］ ( 2)

式中，βi = klsinθ' － iKsin ( i 为任意整数) ，kl =
2πεl

1 /2

λ
，l = 1，2，3，j = ( － 1 ) 1 /2，ξ2i = klcosθ' － iKcos，

S^ i ( z) 是归一化处理后光栅区任意点的第 i 级波场振
幅，θ'是调制区内的折射角。给定 i 值，可以看出，光
栅内的波场并不是简单的平面波，而是无限个平面波

( 反射衍射波与透射衍射波) 的叠加，确定了这些波场

振幅才能解决调制区的波动方程:

2E2 + 2π( )λ

2

ε( x，z) E2 = 0 ( 3)

式中，为拉普拉斯算子。为获得衍射振幅 S^ i ( z) ，将
( 1) 式和( 2) 式代入( 3) 式，得到一个由无限个方程组
成的耦合波方程组:

Δε
8ε( )

2

d2Si ( u)
du2 = ( cosθ' － iμcos)

dSi ( u)
du －

ρi( i － B) Si ( u) + Si+1 ( u) + Si－1 ( u) ( 4)

式中，Si ( u) = S^ i ( z) ，u = jπΔεz
2λ( ε2 )

1 /2，ρ =
2λ2

Λ2Δε
=
2μ2ε2

Δε
，

μ = λ
Λ( ε2 )

1 /2，B = 2Λ ( ε2 )
1 /2 × cos(  － θ')

λ
=

2cos(  － θ')
μ

。( 4) 式包含 5 个基本参量: { θ'，，Δεε2
，

d
Λ
， λ
Λ( ε2 )

1 /2 }。式中定义的 B 表示的是与 Bragg 条件

相关的量，B = 1 即为常见的 Bragg 条件表示式，B 与 1

的差距表示与 Bragg条件的偏离。
1. 1. 2 光栅外部磁场 通常情况下，平面波由区域一
入射到光栅区会产生光栅体内衍射和在 z = 0 处的边
界周期衍射，这些衍射作用会导致部分光谱重新回到

区域 1，因此区域 1 的电场为入射平面波与反射衍射
波的叠加，对入射波振幅做归一化处理，得到［12］:

E1 = exp［－ j( β0x + ξ10 z) ］+

∑
i
Riexp［－ j( βi x － ξli ) ］ ( 5)

式中，ξli
2 = kl

2 － βi
2，l = 1，3 ( 区域数) ; Ri 为归一化处

理后的第 i级反射衍射波振幅。在区域 3 中，平面波
通过光栅产生透射，其电场表达式为:

E3 = ∑
i
Tiexp{ － j［βi x + ξ3i ( z － d) ］} ( 6)

式中，Ti 为归一化处理后的第 i 级透射衍射波振幅。
如果在( 5) 式和( 6 ) 式中仅考虑反射或透射 1 级衍射
波而忽略次级衍射，则计算结果即为 Kogelnik 耦合波
理论的结果。
1. 2 严格耦合波方程的解法
由于 Maxwell方程的解中出现了具有实本征值的

隐矢波，导致 RCWA在数值计算中不稳定。在使用其
它基于模展开的传统严格方法时也会遇到相同的问

题。这是因为隐矢波可导致边界条件方程中出现异常
大或异常小的系数，从而使计算过程中产生数值溢出

或病态矩阵。在本文中，光栅内部电磁场，用正交 Leg-
endre多项式展开［13］，与其它基于傅里叶展开的模式
法相比，该方法可得到稳定的数值解。
把 S^ i ( z) 按照 Legendre多项式进行展开:

S^ i ( z) = ∑
+∞

m = 0
qm

iPm ( ξ) ，ξ = 2z － d( )d
( 7)

式中，Pm ( ξ) 为归一化 Legendre 多项式，qm
i 是需要确

定的展开系数，d为光栅厚度。注意，由 Legendre 多项
式张成的矢量空间是一个完整的空间，并且每个S^ i ( z)
都可按此展开。但是，( 7 ) 式在实际应用中只能展开
为有限数目的多项式，而合适的多项式数目与耦合到

每个多项式的能量大小和所需的精度有关。虽然，
( 7) 式的多项式被截断是不可避免的，但引入的误差
被证明非常小以致可忽略。另外需要注意的是，在傅
里叶展开中，保留计算的衍射级次数目 N 的取值与光
栅内部每个空间谐波的精度和光栅外部衍射级次的数

目有关，而在 Legendre 多项式展开中，由于引入了多
项式展开产生一个新的自由度 Mi，从而使傅里叶展开

中 N的取值关系被减弱。在( 7) 式中只保留多项式展
开的前Mi 项，其它高阶项被忽略。把截断后的多项式
展开代入( 4 ) 式，由于结果方程被投影到多项式基函
数上，截断造成的误差将被最小化。得到下面的方程:
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rm
i － jd［k2 － iK］gm

i + d( )2
［i( m － i) K2 － k2

2］×

qm
i + d( )2

2
k0

2∑
p
εi －pqm

p = 0 ( 8)

式中，gm
i ( 2m + 1 ) ∑

Mi

l+m，l = m+1
odd

ql
i 和 rm

i = 2m +1[ ]2 ×

∑
Mi

l = m+2t
t = 1，2，3…

( l +m + 1) ( l －m) ql
i分别为按照 qm

i 展开的 1

阶和 2 阶导数的系数; qm
i 是用于展开每个空间谐波的

多项式基函数的未知系数，k0 =
2π
λ 是自由空间波数

; 对

于每个值 i，共有 Mi + 1 个未知系数。从( 8) 式可得出
Mi － 1个方程，但是每个空间谐波需要 Mi + 1 个未知
数来表示。因此，还需要两个方程可从边界条件得到。
根据切线电磁场的连续型，应用( 2 ) 式、( 5 ) 式、

( 6) 式和( 7) 式，消去 Ri 和 Ti，再进行一些数学计算可

得:

∑
Mi

m = 0
( － 1) mqm

i m( m + 1)
d[ +

j( k1iz + k2z － iKz ]) = 2jk1zδi0 ( 9)

∑
Mi

m = 0
qm

i m( m + 1)
d + j( k3iz － k2z + iKz[ ]) = 0 ( 10)

考虑到光栅外部的每个衍射级次都要与光栅内部的空

间谐波在每个边界处进行相位匹配，可得到:

k1ix = k1x － iKsin
k3ix = k2x － iKsin
k2x = k1x = k0n1 sinθ

{
'

( 11)

现在，( 8) 式、( 9 ) 式和( 10 ) 式构成了 Mi + 1 个方程，
从它们可解出 qm

i。从而可得到区域 1 和区域 3 对应
的衍射效率分别为:

DE1i = Re ξ1i
ξ( )
10

RiRi
* ( 12)

DE3i = Re k3iz
k1

( )
z

TiTi
* ( 13)

对无损耗光栅，满足能量守恒 :

∑
i
( DE1i + DE3i ) = 1 ( 14)

2 数值仿真与分析

通过 MATLAB软件编程，对计算所得的体布喇格
光栅衍射效率进行仿真。
图 2 为纯透射光栅即  = 90°，ρ = 2 的衍射斜率。

图 3 为光栅倾斜角为 60°的透射波衍射效率。图 4 为
纯反射光栅即  = 0°，ρ = 10 的衍射效率。γ 为光栅密

Fig ． 2 Diffraction efficiencies of pure transmission grating(  = 90°，ρ = 2)

Fig ． 3 Diffraction efficiencies of slanted grating(  = 60° )

Fig ． 4 Diffraction efficiencies of pure reflection grating(  = 0°，ρ = 10)

度参量。
两种耦合波理论的主要区别在于对调制区的耦合

波方程解法不同。Kogelnik耦合波理论采用了一系列
近似，忽略了边界衍射和场振幅的 2 阶导数，并假设参

量
Δε
8ε2
非常小。从上面 3 个图中可以看出，严格耦合波

理论与 Kogelnik 耦合波理论的差别: ( 1 ) 对于纯反射
光栅，运用两种耦合波理论得到的衍射效率基本相同;

( 2) 对于纯透射光栅和倾斜光栅，利用两种耦合波理
论计算得到的衍射效率相差较大。这论证了作者的计
算结果的正确性。Kogelnik耦合波理论只能对满足布
喇格条件的衍射波进行计算，因而当 B = 1 时，只能计
算 + 1 级而无法计算其它衍射级次，这也反映了 Ko-
gelnik耦合波理论的局限性。

3 结 论

介绍了严格耦合波理论的内容，讨论了严格耦合

波理论的解法，阐述了光栅内部磁场利用正交 Legend-
re多项式展开的方法，进而分析体布喇格光栅的衍射
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效率，得到体布喇格光栅衍射效率稳定的数值解。相
对于矩阵法，该算法具有更好的收敛速率，得到的仿真

结果符合理论计算，且比 Kogelnik 耦合波理论解法更
精确。在此基础上将进一步分析由体布喇格光栅构成
的光学系统的衍射效率以及精确计算。
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