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四频环形激光器兰姆系数的推导
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摘要: 为了研究多模耦合效应,从兰姆半经典自洽场理论出发,采用三阶微扰方法, 对 J a = 1 J b = 2跃迁的四频环

形激光器进行了理论推导,得出了非多普勒极限普遍情形下并含粒子数脉动效应的兰姆系数解析表达式。此结果具有

一定的普适性,对定量研究多模耦合精细效应是有帮助的。
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引 言

在低功率气体激光器领域,兰姆的半经典自洽场

理论得到了很好的应用
[ 1 4 ]
。特别在激光阈值附近, 三

阶微扰方法得到的自洽方程组能较好地描述激光与介

质间的线性和非线性行为, 其中光强方程描述增益饱

和、兰姆凹陷等现象,频率方程描述模牵引、模推斥、锁

频等现象,其中, , ,  , !, ∀, #统称为兰姆系数, 它们

表征了激光与介质之间的相互作用。

各兰姆系数由三阶微扰方法计算得出: 由密度矩

阵运动方程出发, 假设未微扰前零阶粒子数布居差

∀
( 0)
aa - ∀

( 0)
bb 为常量, 一阶微扰得到 ∀

( 1 )
ab , 对应于介质线

性极化项 P
( 1)
。二阶微扰得到 ∀

( 2 )
aa - ∀

( 2)
bb ,三阶微扰得

到 ∀
( 3)
ab ,对应于介质非线性极化项 P

( 3)
,根据最终介质

极化强度 P的表达式, 即可得到各兰姆系数。

在实际计算中,特别是在多模激光器中,由于微扰

算法的繁琐,往往进行一些近似处理,这使理论推导过

程大大简化。如设 ku ∃( k为波数, u为增益管中气

体原子热运动的最可几速度, ∃为谱线均匀展宽的半

峰全宽 ), 得到多普勒极限下并忽略粒子数脉动效应

的兰姆系数
[ 5 12]

;考虑非多普勒极限的普遍情形, 但仍

忽略粒子数脉动效应的兰姆系数
[ 13 ]
。在定量研究激

光模耦合精细效应时,需要更精确的兰姆系数表达式。

作者以四频环形激光器为例, 推导出非多普勒极限普

遍情形下并含粒子数脉动效应的兰姆系数解析表达

式,并进行了一些有益的讨论。

1 物理模型

四频环形激光器中运行的是圆偏振模式,记为 1,

2, 3, 4,考虑更一般的情形, 介质区域有纵向磁场存在

时,各模式在增益曲线上的相对位置如图 1所示。图

F ig. 1 The relative posit ion of th e laserm odes on the ga in curve

中, 1, 2为左旋模 ( lef,t L ), 3, 4为右旋模 ( righ,t R ) ,同

时 1, 3为负旋模, 2, 4为正旋模, 1, 4为顺时针传播
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( clockw ise, CW ), 2, 3为逆时针传播 ( counter clock

w ise, CCW )。

设逆时针为 z正方向,记 % = ( x iy ) / 2, 则激

光偏振矢量表达式为:

E ( z, t) =
1

2
{ %- E1 ( t) exp[ - i(&1 t+ ∋1 ) ] exp( - iK 1z )+

%+ E 2 ( t) exp[ - i(&2 t + ∋2 ) ] exp( iK 2z ) +

%- E 3 ( t) exp[ - i(&3 t + ∋3 ) ] exp( iK 3z ) +

%+ E4 ( t ) exp[ - i(&4 t+ ∋4 ) ] exp(- iK 4z ) } + c. c.

( 1)

式中, z为光路方向, t为时间, K 为四束光平均波数, &

为每束光对应的频率, ∋为相位。激光介质为 H eN e

气体,则纵向磁场存在时原子能级跃迁见图 2。图中,

(表示频率, J表示主量子数, a, b表示能级。

Fig. 2 The atom energy tran sition atJa = 1 Jb = 2

2 理论推导

基于上面的物理模型,作三阶微扰推导,得到各兰

姆系数的精确解析表达式如下:

m =
G

Z i ( 0)
Z i ( )m ) ( 2)

m =
G

Z i ( 0)
[Z i ( )m ) - ∗Z r ( )m ) ] ! 46

100
( 3)

!m =
C

2∀L#
G

Z i (0)
Z r ( )m ) ( 4)

∀m =
C

2∀L#
G

Z i ( 0)
[ - ∗Z i ()m ) ] ! 46

100
( 5)

式是, C为光速, G为峰值增益, m = 1, 2, 3, 4。

 
yx

mn =
G

Z i (0)

21

100

∗b
∗a+ ∗b

L
)m+ )n

2

Z i ( )m ) + Z i ( )n )
2

-

2∗

)m + )n

Z r ( )m ) + Z r( )n )
2

+
∗

∗a+ ∗b

∗a ∗b
(2∗- ∗b )

2L ( )m +

)n, 2∗- 2∗b ) 2Z i
)m - )n

2
,
∗b

2
- Z i ( )m ) - Z i ( )n ) +

∗

∗a + ∗b

∗a∗b

2∗- ∗b
1

)m + )n
L ( )m + )n, 2∗- ∗b ) [ Z r( )m ) +

Z r ()n ) ] +
∗

∗a + ∗b

∗a∗b

( 2∗- ∗b )
2L ( )m + )n, 2∗- ∗b ) !

[ ( 2∗- ∗b ) Z r ()m ) - ( )m + )n )Z i ()m ) ] +
2∗

∗a + ∗b

!

∗a∗b

( 2∗- ∗b )
2L

2
( )m + )n, 2∗- ∗b ) 1 -

)m + )n
2∗- ∗b

2

!

Z i
)m - )n

2
,
∗b

2
- Z i ( )m ) +

2()m + )n )
2∗- ∗b

!

Z r
)m - )n

2
,
∗b

2
- Z r ()m ) +

G

Z i (0)

1

100
{∃ } (此项

与上面大括号内相同,下标 a与 b相互调换 ) ( 6)

#
yx

mn =
C

2∀L#
G

Z i (0)

21

100

∗b

∗a+ ∗b

Z i ( )m ) + Z i ( )n )
2

-

2∗

)m + )n

Z r ( )m ) + Z r ( )n )
2

)m +)n
2∗

L
)m + )n

2
-

∗b

∗a + ∗b

!

∗

)m + )n
[ Z i ( )m ) - Z i ( )n ) ] -

∗

∗a + ∗b

∗a∗b
(2∗- ∗b )

2 !

L ()m+ )n, 2∗- ∗b ) 2Z r
)m-)n
2

,
∗b
2
+Z r ()n )-Z r()m ) +

∗

∗a+ ∗b
!

∗a∗b
(2∗- ∗b )

2L ( )m + )n, 2∗ - ∗b ) [ ( 2∗- ∗b )Z i ( )m ) +

( )m + )n ) Z r  ()m ) ] + 2
∗

∗a + ∗b

∗a∗b

(2∗- ∗b )
2L

2
( )m + )n,

2∗- ∗b ) 1-
)m + )n
2∗- ∗b

2

Z r ()m ) - Z r
)m - )n

2
,
∗b

2
-

2
)m +)n
2∗- ∗b

Z i ()m ) -Z i
)m - )n

2
,
∗b

2
+

∗

∗a + ∗b

∗a∗b

2∗- ∗b

!

1

)m + )n
L ()m + )n, 2∗- ∗b ) [Z i ()m ) - Z i ()n ) ] +

C
2∀L#

!

G

Z i ( 0)

1

100
{∃ } (此项与上面大括号内相同,下标 a与

b相互调换 ) (7)

 
yx

mn, #
yx

mn是对应于 1, 2模间和 3, 4模间的耦合系数。

 
yt

mn =
G

Z i ( 0)
21
100

∗b

∗a+ ∗b
L
)m - )n

2

Z i ( )m ) + Z i ( )n )
2

-

2∗

)m - )n

Z r ( )m ) - Z r ()n )
2

+
∗

∗a + ∗b

∗a

∗b

L ()m - )n,

∗b ) ( )m - )n ) Z i ()m ) -
∗b

)m - )n
Z r ()m ) +

1

2
!

∗

∗a + ∗b

∗a

∗b
L ( )m - )n, ∗b )L

)m - )n
2

∗b

∗
-

1

2
!

)m - )n
∗

2

(Z i ()m ) + Z i ()n ) ) + 1 +
1
2

∗b

∗
!

)m - )n
∗

( Z r( )m ) - Z r ()n ) ) +
G

Z i (0)
1

100
{∃ } (此项与

上面大括号内相同,下标 a与 b相互调换 ) ( 8)

#
yt

m n =
C

2∀L#
G

Z i ( 0)

21

100

∗b

∗a+ ∗b

)m - )n
2∗

L
)m - )n

2
!
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Z i ()m ) +Z i ()n )
2

-
2∗

)m - )n

Z r ()m ) - Z r ( )n )
2

-

∗b
∗a + ∗b

∗

)m - )n
[Z i ()m ) - Z i ()n ) ] -

∗

∗a + ∗b

∗a

∗b
!

L ()m - )n, ∗b ) [ ∗bZ i ( )m ) + ()m - )n )Z r ( )m ) ] -

1

2

∗

∗a + ∗b

∗a

∗b

L ()m - )n, ∗b )L
)m- )n

2

∗b

∗
-

1
2

!

)m - )n
∗

2

(Z r ()m ) - Z r ( )n ) ) - 1 +
1

2

∗b
∗

!

)m - )n
∗

(Z i ( )m ) + Z i ( )n ) ) +
C

2∀L#
G

Z i ( 0)
1
100

{∃ }

(此项与上面大括号内相同, 下标 a与 b相互调换 )

( 9)

 
yt

mn, #
y t

mn是对应于 1, 4模间和 2, 3模间的耦合系数。

 
tx

mn =
G

Z i ( 0)

46

100

1

2
L
)m + )n

2

Z i ( )m ) + Z i ( )n )
2

-

2∗

)m + )n

Z r ( )m ) + Z r( )n )
2

+
∗

∗a + ∗b

∗a∗b

(2∗- ∗b )
2 !

L ( )m + )n, 2∗- ∗b ) [ ( 2∗- ∗b )Z r ()m ) - ( )m + )n ) !

Z i ()m ) ] + 2
∗

∗a+ ∗b

∗a∗b

( 2∗- ∗b )
2L

2
( )m + )n, 2∗- ∗b ) !

1 -
)m + )n
2∗- ∗b

2

Z i
)m - )n

2
,
∗b
2
- Z i ()m ) +

2()m + )n )
2∗ - ∗b

Z r
)m - )n

2
,
∗b

2
- Z r ()m ) +

∗

∗a + ∗b
!

∗a∗b

( 2∗- ∗b )
2L ()m + )n, 2∗- ∗b ) 2Z i

)m - )n
2

,

∗b

2
- Z i ( )m ) - Z i ( )n )

∗

∗a + ∗b

∗a∗b

2∗ - ∗b
!

1

)m + )n
L ()m + )n, 2∗- ∗b ) [Z r ( )m ) + Z r ( )n ) ] +

G
Z i ( 0)

46
100

{∃ } (此项与上面大括号内相同,下标 a与

b相互调换 ) ( 10)

#
tx

mn =
C

2∀L#
G

Z i (0)

46

100

Z i ()m ) + Z i ()n )
2

-

2∗

)m + )n

Z r ()m ) + Z r ( )n )
2

)m + )n
4∗

L
)m + )n

2
-

∗

2( )m+ )n )
[Z i ( )m )- Z i ( )n ) ] +

∗

∗a+ ∗b

∗a+ ∗b

( 2∗- ∗b )
2 !

L ( )m + )n, 2∗- ∗b ) [ (2∗ - ∗b )Z i ()m ) + ( )m +

)n )Z r ( )m ) ] + 2
∗

∗a+ ∗b

∗a∗b
( 2∗- ∗b )

2L
2
()m + )n, 2∗-

∗b ) 1-
)m + )n
2∗- ∗b

2

Z r ( )m ) - Z r
)m - )n

2
,
∗b
2

-

2
)m + )n
2∗- ∗b

Z i ( )m ) - Z i
)m - )n

2
,
∗b

2
-

∗

∗a + ∗b

!

∗a∗b

( 2∗- ∗b )
2L ()m + )n, 2∗- ∗b ) 2Z r

)m - )n
2

,

∗b

2
+ Z r ()n ) - Z r ( )m ) +

∗

∗a + ∗b

∗a∗b

2∗- ∗b

!

1

)m + )n
L ()m + )n, 2∗- ∗b ) [ Z i ( )m ) - Z i ( )n ) ] +

G

Z i ( 0)

46

100
{∃ } (此项与上面大括号内相同,下标 a与

b相互调换 ) ( 11)

 
tx

mn, #
tx

mn是对应于 1, 3模间和 2, 4模间的耦合系数。

式中, )m =
&m - (
ku

, ( 是第 m模对应的增益中心频率,

( = (0

+B
h
H, ∗=

∃
ku
, ∗a =

∃a
ku
, ∗b =

∃b
ku
, ∃ab =

1
2
( ∃a +

∃b ), ∃= ∃ab +分子软碰撞项, 式中, &m 为第 m模的频

率, +B 为玻尔磁子, h为普朗克常数, H 为磁场强度,

∃ab为不同能级的均匀线宽的半峰全宽。Z r ( ), ∗ ) ,

Z i (), ∗) , L ( ), ∗)分别是等离子体色散函数的实部、虚

部和拉普拉斯函数, 若省略了第 2个参量 ∗, 则表示

∗=
∃
ku
。

3 分析和讨论

作者在推导过程中未作近似处理, 考虑了非多普

勒极限普遍情形并包含粒子数脉动效应。以往的简化

处理如假设 ku ∃,这在环形激光器中是不够精确的,

因为 ∃一般都有数百兆赫兹, 和 ku相比不能忽略;而

粒子数脉动效应源于模间拍频使粒子数布居差产生了

脉动,即二阶 ( ∀
( 2 )
aa - ∀

( 2)
bb )表达式中含有 [ ( &m t+ ∋m ) -

(&n t+ ∋n ) ] ,使最终耦合系数中产生了形式繁琐的粒

子数脉动项。事实上, 粒子数脉动效应属于模耦合精

细效应,和普遍烧孔效应相比较为微弱,但笔者研究发

现,粒子数脉动效应量值上和激光器很多工作参量有

关,这对于以模耦合作用为研究重点的环形激光器不

可忽略,具体分析另有文述。

从表达式看出,兰姆系数中的一阶系数和三阶系

数中的自饱和自推斥系数 ( ( 2)式 ~ ( 5)式 )对每个模

都是相同的, 而对模间互饱和互推斥系数 ( ( 6)式 ~

( 11)式 )则可分为 3类:同增益相向模 (  
tx

mn, #
tx

mn )、异增

益相向模 (  
yx

mn, #
yx

mn )和异增益同向模 (  
yt

mn, #
y t

mn )。 1, 3

( 2, 4)模同属负 (正 )旋增益,且传播方向相反,故属于

同增益相向模; 1, 2 ( 3, 4)模分属不同的增益, 且传播

方向相反,故属于异增益相向模; 1, 4( 2, 3) 模分属不

385
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同的增益,且传播方向相同, 故属于异增益同向模。直

观上看出,这 3类对模物理图像不同, 则耦合效应不

同,相应地在数学上,这 3类对模表达式不同, 则耦合

系数也不同。实际上作者考虑的只是一种四频环形激

光器,其它的激光器还可能存在另外一类对模:同增益

同向模,读者仔细分析上述 3类对模耦合系数表达式

的规律性不难得出同增益同向模的耦合系数。

事实上,对于六频、八频等任意多模 (圆偏振模 )

环形激光器,以上 4类对模耦合系数表达式也是适用

的, 只需判断所研究的对模属于哪一类即可套用对应

的公式。另外,在线偏振模环形激光器和直管气体激

光器以及其它 J a J b情况下,只需将本文中得出的兰

姆系数稍加简单修正即可应用,因此本结果具有一定

的普适性。

4 结 论

以四频环形激光器为例, 从兰姆半经典自洽场理

论出发,用三阶微扰方法推导出非多普勒极限普遍情

形下并包含粒子数脉动效应的兰姆系数解析表达式,

分析表明,本文中的结果具有一定的普适性,为定量研

究激光模耦合精细效应提供了参考。
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大小,依次为激光光斑直径,脉冲宽度和激光能量。 ( 3)

利用 Taguchi方法可对板料激光喷丸强化的工艺参量进

行综合评估,克服了单因素方法的片面性; 了解了工艺

参量之间的交互作用;得出了激光喷丸强化的关键因

素,为认识各参量之间的相互联系, 建立多参量对激光

喷丸强化的数学模型奠定了试验基础。一旦激光喷丸

强化的认识上升为理论, 就可利用激光喷丸强化的规

律,对板料喷丸强化的工艺参量进行优化, 对激光喷丸

强化进行控制,从而实现激光喷丸强化的精确成效。
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